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1. Die Theorie des starren Elektrons Air 
in der Kinematik des Relativitdtsprinzips Re 
von Max Born. Se 


Dem Andenken Hermann Minkowskis 


Inhalt: Einleitung p. 1. — Erstes Kapitel. Die Kinematik des 
starren Körpers. $ 1. Der starre Körper der alten Mechanik p. 6. 
§ 2. Die Differentialbedingungen der Starrheit p. 11. § 3. Die Konti- 
nuitätsgleichung und die inkompressible Strömung p.16. § 4. Die gerad- 
linige Translation des starren Körpers p. 19. § 5. Die Hyperbel- 
bewegung p. 25. — Zweites Kapitel. Das Feld des starren Elektrons 
bei der Hyperbelbewegung. §6. Retardierte Potentiale und Feldstärken 
p. 27. § 7. Vergleich der Ausdrücke für die retardierten Potentiale 
p. 29. § 8. Berechnung der Potentiale bei der Hyperbelbewegung p. 34. 
§ 9. Die Feldstirken bei der Hyperbelbewegung p. 37. § 10. Transfor- 
mation der Wellengleichung, der Potentiale und Feldstärken auf ein 
mitbewegtes Koordinatensystem p. 39. — Drittes Kapitel. Die Dynamik 
des starren Elektrons bei der Hyperbelbewegung. $ 11. Die resultieren- 
den Kräfte und die Bewegungsgleichungen p. 45. $ 12. Die resultieren- 
den inneren Kräfte bei der Hyperbelbewegung P- 49. s 13. Die elektro- 


dynamische Ruhmasse p. 54. 


Einleitung. 


Die große Bedeutung, welche den Begriffen des starren 
Körpers und der starren Verbindung in der Newtonschen 
Mechanik zukommt, ist aufs engste mit den grundlegenden 
Anschauungen über Raum und Zeit verknüpft, auf denen sich 
diese Disziplin aufbaut. Denn die Forderung, daß Längen zu 
verschiedenen Zeiten mit einander vergleichbar sein sollen, führt 
direkt zu Bildung des Begriffes von Maßstäben, deren Länge 
von der Zeit und Bewegung unabhängig ist, d. h. die starr 
sind. Später erweist sich dieser Begriff des starren Körpers 
auch fruchtbar für den Ausbau der Dynamik selbst; denn der 
starre Körper ist nicht nur als kontinuierliches Massensystem 
von nur sechs Freiheitsgraden kinematisch von höchster Ein- 
fachheit, sondern auch dynamisch, indem er eine Zusammen- 
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setzung der an seinen Punkten angreifenden Kräfte zu ebenso 
vielen „resultierenden“ Kräften und Momenten gestattet, deren 
Kenntnis zur Beschreibung der Bewegung hinreicht. Alle diese 
Möglichkeiten beruhen in letzter Linie auf der Galilei-New- 
tonschen Verknüpfung des Raumes und der Zeit zu einer 
vierdimensionalen Mannigfaltigkeit (die ich mit Minkowski?) 
„Welt“ nennen will), eine Verknüpfung, die im wesentlichen 
in dem Satze enthalten ist, daß die Naturgesetze nicht nur 
von der Wahl des Nullpunktes und der Einheit der Zeit sowie 
der Lage des räumlichen Bezugsystems und der Längeneinheit 
unabhängig sein sollen, sondern auch von einer dem Bezug- 
system erteilten gleichförmigen Translation unter Beibehaltung 
des Zeitmaßes. 

Gerade diese Grundlagen der Kinematik sind es, die man 
aufzugeben hat, wenn das elektrodynamische Relativitätsprinzip, 
wie es von Lorentz, Einstein, Minkowski und anderen 
aufgestellt worden ist, zur Geltung gelangt. Denn hier ist die 
Verknüpfung des Raumes und der Zeit zur „Welt“ eine andere: 
die Unabhängigkeit der Naturgesetze von der gleichförmigen 
Translation des räumlichen Bezugsystems hat nur statt, wenn 
auch der Zeitparameter eine Änderung erfährt, die nicht nur 
auf eine Verlegung des Nullpunktes und Wahl einer anderen 
Einheit herausläuft. Hiermit ist dann aufs engste verknüpft, 
daß Maßstäbe, die bei einer gleichförmigen Translation im 
mitbewegten Koordinatensystem ihre Länge beibehalten, von 
einem ruhenden System aus betrachtet eine Längenänderung, 
nämlich eine Verkürzung in der Richtung ihrer Geschwindig- 
keit, erleiden. Damit fällt der Begriff des starren Körpers 
wenigstens in seiner der Newtonschen Kinematik angepaßten 
Fassung. 

Gleichwohl ist ein entsprechender Begriff auch in der neuen 
Kinematik keinesfalls zu entbehren, weil sonst die Vergleichung 
von Längen bewegter Körper zu verschiedenen Zeiten illusorisch 
wird. Für relativ zueinander gleichförmig bewegte Systeme ent- 
steht bei der Bildung dieses Begriffes auch keine Schwierigkeit, 


1) H. Minkowski, Raum und Zeit. Physik. Zeitschr. 10. p. 104. 
1909, und Jahresber. d. deutsch. Mathematiker-Vereinigung, 18. (Auch 
als Sonderdruck erschienen.) Die Kenntnis dieser Arbeit wird bei meinen 
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und die oben genannten Verfasser der grundlegenden Arbeiten 
über diese’ Theorie bedienen sich dieses Umstandes, ohne eine 
besondere Definition der Starrheit zu geben. 

Die Schwierigkeit erhebt sich erst, wenn Beschleunigungen 
vorhanden sind. Es liegt in dieser Richtung nur ein Versuch 
vor, den Einstein?!) gemacht hat, ohne die Sachlage ganz zu 
klären. Ich habe daher die Ausarbeitung der Kinematik des 
starren Körpers unter Zugrundelegung des Relativitätspostulates 
unternommen. Die Möglichkeit davon ist von vornherein wahr- 
scheinlich, weil in jeder Beziehung die Newtonsche Kinematik 
einen Grenzfall der neuen darstellt, nämlich den, bei dem die 
Lichtgeschwindigkeit c als unendlich groß angesehen wird. 
Die Methode, die ich einschlage, besteht darin, die Starrheit 
statt durch ein Integralgesetz durch ein Differentialgesetz zu 
definieren. 

In der Tat gelangt man so zu den allgemeinen Starrheits- 
bedingungen in differentieller Form, die sehr analog den ent- 
sprechenden Bedingungen der alten Kinematik sind und auch 
für e=oo in diese übergehen. Die Integration dieser Be- 
dingungen, die in der alten Kinematik sehr einfach allgemein 
ausführbar ist und zu der Konstanz des Abstandes starr ver- 
knüpfter Punkte führt, habe ich hier nur für den Fall gerad- 
liniger, beschleunigter Translation ausgeführt; das Resultat 
steht an Einfachheit und Anschaulichkeit der alten Kinematik 
kaum nach und legt die Vermutung nahe, was sich bei be- 
liebigen krummlinigen und rotatorischen Bewegungen ergeben 
mag; doch gehe ich nicht darauf ein. Das Hauptergebnis ist, 
daß bei der geradlinigen Bewegung wieder die Bewegung eines 
einzigen Punktes des starren Körpers die aller übrigen nach 
einem sehr einfachen Gesetze mitbestimmt, daß der Körper 
also nur einen Freiheitsgrad hat. 

Es erhebt sich nun die Frage, ob nicht, ebenso wie in 
der alten Mechanik, der starre Körper auch in der neuen in 
seinem dynamischen Verhalten einfache Eigenschaften hat, 
wobei es sich hier natürlich um die elektromagnetischen Kräfte 
handeln wird. 
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1) A. Einstein, Jahrb. der Radioakt. und Elektronik 4. Heft 4. 
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Der praktische Wert der Neudefinition der Starrheit muß 
sich also an der Dynamik des Elektrons erweisen; die größere 
oder geringere Durchsichtigkeit der dabei erzielten Resultate 

wird dann bis zu gewissem Grade auch für oder gegen die 
Annahme des Relativitätsprinzips überhaupt geltend zu machen 
sein, da die Experimente wohl noch keine eindeutige Weisung 

2 gegeben haben und vielleicht auch nicht geben werden. 
Die Theorie von Abraham, welche die Bewegung eines 
im gewöhnlichen Sinne starren Elektrons in dem von ihm 
selbst herrührenden Kraftfelde studiert, hat ja nicht nur zu 
einer qualitativ befriedigenden Erklärung der Trägheitserschei- 
nungen freier Elektronen auf rein elektrischer Grundlage, 
sondern auch für die Abhängigkeit der elektrodynamischen 
_ Masse von der Geschwindigkeit bei kleinen Beschleunigungen 
zu einem quantitativen Gesetze geführt, das man durch die 
a wohl noch nicht als widerlegt anzusehen hat. Aber 
diese Theorie, die den der alten Mechanik angepaßten starren 
Körper der Elektrodynamik aufpfropft, genügt nicht dem 
Relativitätsprinzip, und daher kommt es, daß ihre Weiter- 
führung, an der Sommerfeld’), P. Hertz?), Herglotz°), 
'Schwarzschild‘®) u. a. beteiligt sind, zu außerordentlichen 
mathematischen Komplikationen führt. Nun hat bereits Lo- 
rentz es versucht, die Abrahamsche Theorie dem Relativitäts- 
_ prinzip anzupassen und hat zu diesem Zwecke sein „deformier- 
bares“ Elektron konstruiert. Gerade dieses Elektron ist gemäß 
der von mir gegebenen Definition als starr zu bezeichnen. 
Daß trotz dieser Übereinstimmung die Lorentzsche Theorie 
zu Widersprüchen Anlaß gibt, auf die Abraham’) hin- 
gewiesen hat, liegt daran, daß man die Gesetze der Zu- 
5 sammensetzung von Kräften am starren Körper zu Resul- 
Be Mean ohne Kritik aus der alten Mechanik übernimmt; 


rey 1) A.Sommerfeld, Nachr. d. k. Ges. d. Wissensch. zu Göttingen, 
 —- math.-physik. Kl. Heft 2 u. 5. 1904. 
Re 2ER 2) P. Hertz, Math. Ann. 65. p. 1. 1907. 
ime a 8) G. Herglotz, Nachr. d. k. Ges. d. Wissensch. zu Göttingen, 
math.-physik. Kl. Heft 6. 1903. 

4 4) K. Schwarzschild, Nachr. d. k. Ges. d. Wissensch. zu Göttingen, 

math.-physik. Kl. p. 125. 1903. 

5) Vgl. M. Abraham, Theorie der Elektrizität 2. Aufl. Bd. 2. § 22. 
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wie diese Gesetze zu modifizieren sind, wird sich bei der hier 
gewählten Darstellung von selbst ergeben. Die Lorentzsche 
Formel für die Abhängigkeit der Masse von der Geschwindig- 
keit, durch die die Versuche ebensogut wie durch die Abraham 
sche dargestellt werden, erweist sich auch in der strengeren 
Theorie als zutreffend. Denn dieses Gesetz ist, wie schon 
Einstein bemerkt hat und ich in einer Arbeit!) über „die 
träge Masse und das Relativitätsprinzip“ für beliebige Strö- 
mungen ausgeführt habe, ein direkter Ausfluß der Kinematik 
und hängt mit der eigentlichen elektrodynamischen Masse, der 
»Ruhmasse“, gar nicht wesentlich zusammen. 

Meine Theorie liefert aber streng die Abhängigkeit der Ruh- 
masse von der Beschleunigung für eine Klasse von Bewegungen, 
die als die prinzipiell einfachsten beschleunigten Bewegungen den 
gleichformig beschleunigten der alten Mechanik entsprechen und 
die ich „Hyperbelbewegungen“ nenne, und zwar erweist sich die 
Ruhmasse bis zu ungeheuren Beschleunigungen als konstant. 
Für diese Bewegungen gelten Bewegungsgleichungen von der 
Form der dem Relativitätsprinzip angepaßten mechanischen 
Grundgleichungen.2) Da sich aber jede beschleunigte Be- 
wegung durch solche Hyperbelbewegungen approximieren läßt, 
wenn ihre Beschleunigung nicht zu plötzlich variiert, so ge- 
winnt man auf diese Weise eine elektrodynamische Begrün- 
dung der Grundgleichungen der Mechanik. Nur für sehr 
schnell veränderliche Beschleunigungen versagt diese Theorie; 
es treten dann neben den Trägheitswiderständen auch Strah- 
lungswiderstände auf. Bemerkenswert ist, daß ein Elektron bei 
einer Hyperbelbewegung, so groß auch ihre Beschleunigung sein 
mag, keine eigentliche Strahlung veranlaßt, sondern sein Feld mit 
sich führt, was bis jetzt nur für gleichförmig bewegte Elektronen 
bekannt war. Die Strahlung und der Widerstand der Strahlung 
treten erst bei Abweichungen von der Hyperbelbewegung auf. 

Meine Starrheitsdefinition erweist sich dem Systeme der 
Maxwellschen Elektrodynamik als durchaus in derselben 


1) M. Born, Ann. d. Phys. 28. p. 571. 1909. 

2) Vgl. A. Einstein, Ann. d. Phys. 17. p. 891. 1905; M. Planck, 
Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 8. p. 136. 1906; H. Minkowski, Nachr. 
d. k. Ges. d. Wissensch. zu Göttingen, math.-phys. Kl. p. 54. 1908; 
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Weise angemessen, wie die alte Definition der Starrheit dem 


Systeme der Galilei-Newtonschen Mechanik. Das in diesem 
Sinne starre Elektron stellt die dynamisch einfachste Elektri- 
zitätsbewegung dar. Man kann sogar so weit gehen, zu be- 
haupten, daß die Theorie deutliche Hinweise auf die atomisti- 
sche Struktur der Elektrizität liefert, was in der Abraham- 
schen Theorie keineswegs der Fall ist. Meine Theorie ist also 
in Übereinstimmung mit dem atomistischen Instinkt so vieler 
Experimentatoren, bei denen der interessante Versuch von 
Levi-Civita!), die Bewegung der Elektrizität als einer durch 
keine kinematischen Bedingungen gefesselten, freibeweglichen 
Flüssigkeit unter der Wirkung ihres eigenen Feldes zu be- 
schreiben, schwerlich Beifall finden wird. 

Da demnach die Einfachheit der Dynamik der Einfach- 
heit der Kinematik des neuen starren Körpers nicht nachsteht, 
so wird man diesem Begriffe der Starrheit im System des elektro- 
magnetischen Weltbildes dieselbe fundamentale Bedeutung zu- 
zumessen haben wie dem gewöhnlichen starren Körper im 
Systeme des mechanischen Weltbildes. 


Die Kinematik des starren Körpers. al er 


. Der starre Körper der alten Mechanik. 


Im Hinblick auf die elektrodynamischen Anwendungen 
des zweiten und dritten Kapitels werden wir uns nicht mit 


lichen starren Körpern befassen. Eine kontinuierliche Strö- 
mung der Materie kann in der nach Lagrange benannten 
Weise dadurch dargestellt werden, daß man die Raumkoordi- 
naten z, y, z als Funktionen der Zeit £ und dreier Parameter 
&, n, &, etwa der Werte von x, y, z zur Zeit t=(), gibt: 


z= 2(§,7,C, 2), 
(1) 


1) T. Levi-Civita, Sui campi illicit puri, kei C. Ferrari, 
Venezia 1908; Sulle azione meccaniche ete., Rendiconti d. R. Acad. dei 
Lincei 18. 5a. Diese Theorie scheint auch, auf Kathodenstrahlen an- 
gewandt, zu Widersprüchen mit dem Experimente zu führen. 
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Das Massensystem ist starr, wenn die Entfernung von irgend 
zwei seiner Punkte 

Ve, + (Yı +2 - 2,) 
von der Zeit unabhängig, also gleich 


ist VE. — + — + G = | 


Daraus folgt dann, daß die Gleichungen (1) die Form 

(3) ¥ = 4, + ay, § + + O56, 
Z = + G5, + 


a” 


haben, wobei die Größen w,, «,, Funktionen der Zeit ¢ sind 
und die Matrix 


21 22 “23 ( ap) 


G3, 435 


orthogonal?) ist; d.h. wenn 4 die transponierte Matrix von A 
und 1 die Einheitsmatrix bedeutet, so ist 
(4) AA=1. 

Um die Verallgemeinerungsfähigkeit dieser Bedingung für 
die Kinematik des Relativitätsprinzips zu übersehen, ist es vor- 
teilhaft, sich der von Minkowski 
in der eben zitierten Arbeit ver- 
wendeten Deutung der Variabeln z, 
y,z,t als Parallelkoordinaten in 
einem Raume von vier Dimen- 
sionen, „Welt“ genannt, zu be- 
dienen. Im folgenden werden die - Lars 
Figuren stets den ebenen Schnitt 
y=0, z=0 durch diesen vier- 
dimensionalen Raum bedeuten; wir 
zeichnen in ihnen die z- Achse Fig. 1. 

2 Um Weitläufigkeiten des Ausdruckes zu vermeiden, bediene ich 
mich des Matrizenkalkuls, der diesen Überlegungen am angemessendsten 
ist; eine sehr einfache, ohne Vorkenntnisse verständliche Darstellung des- 
selben findet sich im $ 11 der Arbeit von Minkowski über „die Grund- 


gleichungen für die elektromagnetischen Vorgänge in bewegten Körpern“ 
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_ horizontal, die t-Achse nach oben. Die Bahn eines Punktes wird 
der xyz t-Mannigfaltigkeit (Welt) als Kurve, ,,Weltlinie“, die 
Bewegung eines Körpers durch eine Schar von Weltlinien dar- 
gestellt. Die obige Bedingung dr/dt=0 bedeutet nun, daß 
die Verbindungslinie der Durchtrittspunkte je zweier Welt- 
linien durch ein dreidimensionales Gebilde ¢ = konst. für alle 
diese Gebilde dieselbe Länge hat. Sie bezieht sich also auf die 
zum Raume ¢=0 „parallelen“ dreidimensionalen Räume ¢=konst. 

Die Bedeutung dieser Starrheitsbedingung für dieNewton- 
sche Mechanik liegt darin, daß sie invariant ist gegenüber den 
Transformationen, welche die Newtonschen Bewegungs- 
gleichungen in sich überführen. Diese a haben 
bei Beibehaltung des Nullpunktes die Form 


r= ht, Wig 


z= hy y + + ht, 
wo die &,,, %, Konstante sind und die Matrix 5 im 


orthogonal ist: a 


t 


Dieser orthogonale Bestandteil bedeutet nur den Über- 
gang von dem ursprünglichen Koordinatensystem zu einem 
um den Nullpunkt gedrehten; der zweite Teil aber bedeutet 
eine gleichförmige Translation in der Zeit. Diese stellt sich 
in unsrer vierdimensionalen Welt als Übergang von der ur- 
sprünglichen t- Achse zu einer geneigten Z-Achse dar. Man 
sieht sofort (Fig. 1), daß dabei in der Tat die Größe r un- 
geändert bleibt. 

Das Relativitätsprinzip der Elektrodynamik spricht eine 
Invarianz der Naturgesetze gegen andere lineare Substitutionen 
aus, und damit wird die Bedeutung der Größe r hinfällig. 
ö Diese „‚Lorentztransformationen‘“ verknüpfen die vier Größen z, 

y, z, t mit vier neuen z, 7, z,2 durch solche linearen Gleichungen 


Y = hy FA + + hut, 


‘ 
ral 
(7) 


Theorie Elektrons in der Kinematik usw. 


welche den Ausdruck 
(8) + y? + 27 — ct = 


in sich transformieren, wobei c die Lichtgeschwindigkeit be- 
deutet. 


Hierbei wird also die Zeit (oder vielmehr die Größe 
cetyY— 1) mit den Koordinaten in symmetrischer Weise trans- 
formiert, und bei der Transformation wird nicht nur die ¢-Achse 


N 


PROT. 


geneigt, sondern es bekommt auch der Raum ¢=0 eine andere 
Stellung in der vierdimensionalen Welt.!) Da also die Räume 
t= konst. nicht in Räume #=konst. übergehen, so ist jetzt 
weder die Größe r, noch die Bedingung dr/dt= 0 invariant. 

Es scheint zunächst auch nicht möglich, eine analoge 
Bedingung zwischen zwei Weltlinien anzugeben, da es gegen- 
über der Transformation (7), (8), keine dreidimensionalen Räume 
gibt, die derart ausgezeichnet sind, wie vorher die Räume 
t = konst. gegenüber (5). 

Daher muß man sich zum Zwecke der Verallgemeinerung 
nach einer anderen Definition der Starrheit in der alten 
Kinematik umsehen. Dazu kann man den Umstand benutzen, 
daß man die Bedingung r = konst., die zwischen zwei endlich 
entfernten Weltlinien statthat, ersetzen kann durch eine Diffe- 
rentialbedingung zwischen unendlich benachbarten Weltlinien 
derart, daß, wenn die Differentialbedingung im ganzen Raume 
erfüllt ist, sie die Gleichung r = konst. zur Folge hat. 


1) Die nähere geometrische Beschreibung der Lorentztransforma- 
tionen vgl. bei H. Minkowski, Raum und Zeit, l. c. (Anm. 1, p. 2). Be 
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ds? = 


eine unendlich kleine Kugel dar. 


vermöge der Gleichungen 


OF 


Form: 


(10) | 


in der Weise zusammengesetzt: 


bedingungen: 
dp. 


tee 


P=(p,, 

aus der Matrix _ a 
dE 
28 


(12) P=44. 

Man wird die Bewegung nun in den kleinsten Teilen starr nennen, 
wenn ein unendlich kleines Gebilde sich bei der Bewegung 
nicht verändert, wenn also die sämtlichen p, 
unabhängig sind. Wir haben also die infinitesimalen Starrheits- 


ds=Ydz?+dy?+dz’. 
Setzt man dies gleich einer Konstanten s, so stellt die Gleichung 


| 


als quadratische Form von d£, dy, df darstellt; 


ds? = p,, d& + + dl? 
+2p,d&dn + 
Dabei ist die Matrix der „Deformationsgrößen“ p, , 


Zu diesem aid Yale wir zur Zeit ¢ die Entfernung 
zweier unendlich benachbarter Weltlinien, d. h. das Bogen- 


Diese ist während der 
durch (1) dargestellten Bewegung aus einem unendlich kleinen 
Ellipsoid entstanden, das man erhält, wenn man die Größe ds? 


sei diese 


Ban 


von der Zeit 
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Wenn &j 7, & die Anfangswerte von z, y, z sind, so ist für 
t= 0 die Matrix A gleich der Einheitsmatrix 1, also lautet (12) 
dann: 

Es ist nun ein elementarer Satz der Infinitesimalgeometrie '), 
daß, wenn diese Bedingung überall erfüllt ist, die Strömung 
durch Gleichungen der Form (3) dargestellt wird, daß es sich 
also um die Bewegung eines starren Körpers handelt. 

Diese infinitesimale Starrheitsbedingung (13) läßt sich nun 
leicht auf die Kinematik des Relativitätsprinzips übertragen. 


§ 2. Die Differentialbedingungen der Starrheit. 

Im folgenden sollen nur solche Größen physikalische Be- 
deutung haben, die gegenüber den Lorentztransformationen (7), (8) 
invariant sind. 

Wir betrachten nun eine Strömung, die wir aber anstatt 
durch Gleichungen der Form (1) durch die folgenden Glei- 
chungen darstellen, welche der durch das Relativitätsprinzip 
geforderten Symmetrie der Größen z, y, z, £ besser entsprechen: 


(§, 7, & 7). 
Dabei sei rt die Higenzeit, d. h. es bestehe die Identität 


t werde von irgend einem „Querschnitte‘“ der Strömungen an 
gemessen. 

Die &, 7, ¢ sollen die einzelnen Stromfäden charakterisieren, 
doch lassen wir ihre Bedeutung sonst dahingestellt. Wir setzen 
nun für den Augenblick 


y(0,0,0,7)=y(t), 
t(0, 0, 0, 7)=t(r) 


1) Der Satz wird selten explizite formuliert, ist aber eine unmittel- 
bare Folge der einfachsten Abbildungssätze. 
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und betrachten den Faden von Weltlinien, welcher die Welt- 
linie (16) 7 =¢=0 umgibt. 


Dieser läßt sich folgendermaßen darstellen: 
+2,dö+z2,dy+z,di+. 
wobei wir uns auf die in den Inkrementen d&, dy, df (die 
zunächst als “a aber endlich zu denken sind) linearen Glieder 
Hier ‚sind zt, 9, 4, t die durch (16) definierten 
gesetzt. 
Zwei Raumzeitvektoren mit den Komponenten z,, y,, z,, ¢, 
und 2,, 2,, heißen normal, wenn ihre Richtungen be- 
 züglich des inverianten hy perbolinchen Gebildes 


(18) 


0, 0,0, 7), 


konjugiert sind, wenn also #4 ae 
 konjugi 


ist. Alle zu einem zeitartigen Vektor!) z,, y,, z,, 4 normalen 
Vektoren erfüllen ein dreidimensionales lineares Gebilde, das 


durch eine geeignete Lorentztransformation zum Raume ¢=0 
gemacht werden kann; wir nennen es Normalschnitt des Vektors. 


1) D. h. einem Vektor, der das Gebilde (18) reell trifft. ot wed 
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Die so definierten Begriffe sind offenbar invariant gegen 
Lorentztransformationen. 

Jetzt betrachten wir einen bestimmten Punkt P auf der 
Weltlinie § = 7 =¢=0, der zu dem Wert z, der Eigenzeit 
gehört. Durch diesen Punkt P legen wir den Normalschnitt 
zu dem Geschwindigkeitsvektor r,', 30, t) in P: 


20) (@ — Xp) + — Yo) + (Z — do) — ty d—t)=0; 


dabei ist 
| 
Ot E=n={=0 


und der Index 0 bedeutet, daß in den Funktionen r = 1, ein- 
zusetzen ist. 


In (20) ersetzen wir z, y, z, ¢ durch ihre Ausdrücke (17) 
als Funktionen von d&, dy, df und r: 


en) 


Dies können wir als eine Gleichung für r ansehen, aus der 
man die zu dem Normalschnitt r, gehörigen Werte der Eigen- 
zeit r auf den Nachbarlinien d£, dy, df berechnen kann. 
Da die Differenz r — r, = dr klein ist, wird (21) eine lineare 
nn in dr. Entwickelt man nämlich ; 
und beachtet, daß nach (15) identisch in + we aa. 


ist, so folgt aus (21), wenn man alle in d&, dy, d£, dr 
quadratischen Glieder vernachlässigt: 


(24) 


| 
— (t,°d& + 
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(29) 


+ 
setzen: 
(26) Z- et, 
Wir betrachten nun das um den Punkt §=0, 7 =0, [=0, 
t=T, als Zentrum gelegte (einschalige) hyperbolische Gebilde: 


(27) (= — + (y — + (2 — &)? — — t,)? = 
Dieses schneidet den Normalschnitt (20) in einer Figur, die 
man als die „Ruhgestalt“ des Fadens an dieser Stelle an- 
zusehen hat. 

Ersetzen wir in (27) demgemäß z, y, z, ¢ durch die Aus- 
drücke (17) und dann die Größen 7,9, 3, t, z,, ... durch die 
Entwicklungen (22), so kommt 
(28) | dr + + 2,°dy +2, di + 


und hierin ist auf dem Normalschnitt dr die durch (26) 
definierte Funktion von d&, dy, df; also geht (28) über in: 


(29) 
Hierdurch ist die Ruhgestalt als quadratische Form in d&, 
dy, df gegeben. Da der Punkt &<=7={=0, r=r, ein be- 
liebiger Punkt der Strömung war, kann man die Indizes 0 
weglassen und zx’... durch z,, ... ersetzen. Schreiben wir 


dann (29) in der Form: 
(30) (4, dy + + (Cy, + + dC)? 

+ (C5, + dn + AC)? AE + =e”, 
so ist die rechteckige Matrix von 4 Zeilen und 3 Kolonnen 


C =(c,,) gleich dem Produkt zweier Matrizen $ und 4, welche 
aus Sos Ableitungen der Funktionen (14) gebildet edad: 


(31) WERT 
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tet, tet, ict, 
Entwickeln wir nun die quadratische Form (30) nach d§&, dy, te 
so hat man: 
84) | Pu + Pag + 
- 
P=(p,)= CC = 4884 


Mit Hilfe der Gleichung (15), die das Verschwinden der = BT | | 


Determinante von 8 zur Folge hat, kann man diese Relation (35) 
noch weiter vereinfachen; es ergibt sich nämlich leicht durch 
Ausrechnen: 

(36) S8S=S8, 

und damit geht (33) über in: 

(37) P=ASA. 

Das ist das Analogon zu der in § 1 abgeleiteten Gleichung (12). 

Die sechs GréBen Pap werden als „Deformationsgrößen‘“ zu = 


bezeichnen sein und warden in einer dem Relativitätsprinzip ee 7 
angepaBten Elastizitätstheorie von Wichtigkeit werden. 

In den kleinsten Teilen starr werden wir einen Faden nennen, ER er 
dessen Ruhgestalt von der Eigenzeit t unabhängig ist, d.h. für Mees Er, i 


den die sechs Gleichungen 


(38) 


bestehen. 
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Wenn diese Gleichungen im ganzen Raume erfüllt sind, so 
haben wir es mit der Bewegung eines starren Körpers zu tun. 
Damit haben wir die allgemeinen Differentialbedingungen 
der Starrheit gewonnen. Da sie allein mit Hilfe solcher Be- 
griffe aufgebaut worden sind, die gegen Lorentztransformationen 
invariant sind, so haben sie notwendig dieselbe Eigenschaft. 


8 3. Die Kontinuitätsgleichung und die inkompressible 
Strömung. 


Ist 9 die zu der Strömung (1) gehörige Dichte, so ist 
sie bekanntlich mit den Geschwindigkeitskomponenten 


durch die Kontinuitätsgleichung verknüpft. 

Diese kann man auf zwei Arten formulieren. Nach der 
Eulerschen Art sieht man o, w,, w,, w, als Funktionen von 


‘2, y, z, t an; dann lautet die Kontinuitätsbedingung: 


_ Nach der Lagrangeschen Art sieht man z, y, z, o als Funk- 
tionen von &, 7, ¢, ¢ an; dann lautet die Rn: 


Die Verbindung zwischen beiden Formeln wird hergestellt 
durch die 


1) Vgl. etwa Weber-Riemann, Die partiellen Differentialglei- 
chungen der mathematischen Physik 2. § 146. 1901. we 
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© die Funktionaldeterminante A 
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Beide Formen der Kontinuitätsgleichung lassen sich auf me 
Darstellung der Strömung mit Hilfe der Eigenzeit durch die _ 
Gleichungen (14) übertragen. Zunächst hat man offenbar: E 


T 


(45) 
so geht (40) über in: 


t 


Das Analogon zu der Formel (41) bekommen wir, indem wir 7 init : 
die Richtigkeit der (43) entsprechenden Identitat 


o* a a 1deD 


nachweisen, D die Funktionaldeterminante 


das 
bedeutet. 


Zu diesem Zwecke ersetzen wir der Kürze halber für den Be = 
Augenblick 


Dann haben wir für die linke Seite von (47): alte el j or a an 


Bezeichnen wir nun in dem Schema der Determinante D die __ ey oe 
zu Ox,/0&, gehörige Subdeterminante mit 
Annalen der Physik. IV.Folge. 30, 
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ergibt sich durch sukzessives Differenzieren der Gleichungen (14) 
nach x, und Auflösen der so entstehenden linearen Gleichungen: 


nach allgemeinen Determinantensätzen. Also folgt 


(47). 
Demnach kann man die in der 
(50) 


Die Formeln (46), (47) und (50) haben gegenüber unge 


transformationen invarianten Charakter. 
*D=o, 


ist nur von & 7, £ abhängig; wenn D für r=0 gleich 1 ist 
(was man immer annehmen kann), so ist 9, der ,,Anfangswert 
der Ruhdichte“. 


In der alten Kinematik heißt eine Strömung inkompressibel, 
wenn o konstant, von der Zeit ¢ unabhängig ist. In der neuen 
Kinematik werden wir folgendermaßen definieren: 

Eine Strömung ist inkompressibel, wenn die Ruhdichte o* 
konstant, d. h. von der Eigenzeit t unabhängig ist. 

Aus (46) und (50) ergeben sich zwei Formen der In- 
kompressibilitätsbedingung. 
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Zunächst kann man nämlich (46) schreiben: en <a 


a ö 


1 toy 


oder: 


Ox, 
soll nun 0* von r me abhängen, so folgt die erste Form m der yy 
Inkompressibilitätsbedingung: 


(53) 
PR 
Aus (50) ergibt sich sofort die zweite Form: ans one i. 


0D 
(54) = 0. 
Danach ist, wenn D für r= 0 gleich 1 ist, D identisch gleich 1 
und nach (51) 


0 (8 Up ¢). 


§ 4. Die geradlinige Translation des starren Körpers. 


Wir wollen nun die Differentialbedingungen der Starr- 
heit (38) integrieren für den einfachsten Fall der geradlinigen 
Translation. Wenn wir bedenken, daß in diesem Falle die 
Starrheit mit der Inkompressibilität identisch sein muß, so 
gewinnen wir dadurch nicht nur ein Kriterium dafür, daß 
unsere Starrheitsdefinition sinngemäß ist, sondern such gleich- 
zeitig eine Methode zur Integration. off 

Wir setzen also 


(55) 


und nehmen an, daß x und ¢ nur von & und r abhängen. 
Dann bekommen wir aus (32) und (33): 


1+ 0 


ly 
1 hen Tal Qe 
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7 Bildet man hieraus die Matrix 
| P=184, 


(x,t, — 2, t,) 


s 


eine Gleichung: 
(56) 4 (@,t,—2,t) = 


Andrerseits wird die Determinante (48): — h 


mit der Starrheitsbedingung (56) identisch. 

Infolgedessen können wir letztere auch ersetzen durch 
die andere Form (53) der Inkompressibilitätsgleichung, die 
hier die ) annimmt: 

—— 
In dieser Form ist nun die Integration leicht auszuführen. 
Setzt man: 
(59) 
so hat man für p, q die pe ol 
Op 
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Diese sind äquivalent einer partiellen Differentialgleichung für = 
eine Funktion von zwei unabhängigen Variabeln. Setzt man 
nämlich 
so ist die erste Gleichung (60) erfüllt, und die zweite geht 
über in 
(62) 
Die einfachste Lösung dieser Gleichung bekommt man, wenn 
man , und @, gleich Konstanten y und —ö setzt, welche 
die Bedingung 
(63) y? — c2 0? = — c? 
erfüllen müssen. Es wird dann oa 
p=2,=7; g=—-t=-—Öd, 
woraus folgt: 


(64) 


wobei W und V zwei willkürliche Funktionen von & bedeuten. — > 
Infolge der Gleichung (63) bleibt die Form der Gleichungen (64) ee 


in der Tat erhalten, wenn man z,¢ einer Lorentztransformation _ 
unterwirft. 
Die Gleichungen (64) stellen zusammen mit (55) eine gerad- — 
linige, gleichformige Bewegung dar. Die Funktionen W(&, V(&) 
bestimmen sich durch den Wert, den z und ¢ fir z=0 haben — 
sollen. Hier ist es nicht bequem, fiirc=0 r=£ anzunehmen, _ 
sondern die Funktionen W(£), Y(£) so zu bestimmen, daß de 
Formeln (64) diejenige Lorentztransformation darstellen, die 
den Körper auf Bnbe transformiert, d. h. zu setzen: 


re t=fE+dr, 

wobei die Bedingungen 
(66) @—c?ft=1, =—1 
erfüllt sind. 

Sobald in (62) die eine der beiden Größen g,, y, von ¢ 
abhängig ist, muß es auch die andere sein. In diesem Falle 
läßt sich die Integration von (62) mit Hilfe einer Legendre- 
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transformation leicht ausführen. Man kann dann nämlich die 
Größe 
69 =P 


als unabhängige Variable neben x einführen und aus (67) ¢ als 
Funktion von x und p berechnet denken. Führt man dann 
statt w die neue unbekannte Funktion 


v(p, 2)= p—pt 
Demnach geht (62) in folgende Gleichung für w(p, x) über: 


ein, so ist 


(68) 


= —¢?, 


und diese läßt sich sofort integrieren. Es ergibt sich: 
y=qr—w(p), 
wo w eine willkürliche Funktion bedeutet. Hieraus folgt durch 
5 Differentiation nach p mit Rücksicht auf (68): tes ‘sg aid 
(70) P —w'(p)=—t. 


eq 


Denkt man sich hieraus p als Funktion von ¢ berechnet und 
in p=w+pt eingesetzt, so hat man die gewünschte all- 
gemeinste Lösung von (62): 


(71) p=qz—w(p) + pt. 
Nach (59) und (61) ist nun offenbar 

Px 4 
daraus folgt, daß jede Gleichung p = konst. = — & die Welt- 
linie eines Punktes des starren Körpers darstellt. Aus (70) 
und (71) finden wir demnach folgende Darstellung der Welt- 
linien: 

qet+ptuw-f 


(72) at 
“aris. 
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oder, nach x und ¢ aufgelöst: 
§) + gw’. 
Hier sind die Weltlinien des starren Körpers dadurch beschrieben, 
daß x und t als Funktionen der unabhängigen Variabeln &, p 
gegeben sind. Diese Darstellung wollen wir nun diskutieren. 
Zunächst ist zu bemerken, daß die geradlinige Trans- 
lationsbewegung nur von einer willkürlichen Funktion eines Argu- 
mentes w(p) abhängt. Man kann demnach sagen, daß auch 
hier wie in der alten Kinematik nur ein Freiheitsgrad vor- 
handen ist. Wesentlich ist dabei die Benutzung der unab- 
hängigen Variabeln p=z,, die auch weiterhin von großer 
Bedeutung sein wird. Ferner gehen die Gleichungen (73) in 
die entsprechende Darstellung der geradlinigen Translation 
der alten Kinematik über, wenn c= co wird. Denn dann 
wird g= V1 + (p?/e?) gleich 1; aus der zweiten Gleichung (73) 
folgt für ¢c =co, daß p nur von ¢ abhängt, so daß die erste 
die Form 


annimmt. 
Endlich wenden wir uns der Charakterisierung der Welt- 
linien in der Ebene x? zu. Man erkennt, daß (72) und (73) 
die Form einer Lorentztransformation und ihrer Inversen 
haben, welche die Variabeln x, y in die Variabeln 7 = w— &, 
i=qw’ überführen und lauten: a3 


(73) 


| z=qg:r+ Pet, 
(74) 


ct= 


denn die Gleichungen (66) zwischen den Koeffizienten sind 
wegen (60) offenbar erfüllt. 

Wir haben also eine von dem Parameter p abhängige 
Schar von Lorentztransformationen vor uns. Die Bewegung, 
oder vielmehr das zugehörige Weltlinienbüschel, läßt sich nun 
so beschreiben: 

Gibt man £ einen bestimmten Wert &,, so sind durch 
die Gleichungen (73) z und ¢ als bestimmte Funktionen von p 
gegeben, die die Weltlinie des Punktes & darstellen. Die 
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2 Komponenten des Weltvektors Geschwindigkeit nach den 


Achsen x und ¢ sind p, —g. Durch die eine Kurve §, sind 


alle Kurven der Schar mitbestimmt. Man konstruiert sie 


_ folgendermaßen:- Zu der Tangente in einem Punkte p der 
Kurve lege man die darauf im Sinne des $ 2 (p. 12) normale 
Gerade; diese bildet mit der Tangente zusammen die z- und 
_t-Achse eines transformierten Koordinatensystems. Auf dieser 
 x-Achse trage man in der Einheit dieses Koordinatensystems ') 
die Strecke &,—§ ab. Bewegt man jetzt dieses Koordinaten- 
system längs der Kurve &,, so beschreibt der Punkt & die 
zum Parameterwerte & gehörige Weltlinie. Alle Punkte einer 
solchen Normalen (z-Achse) gehören zu demselben Werte p, 
haben also dieselbe Geschwindigkeit. 
Die geradlinige Bewegung eines starren Körpers ist also so 


beschaffen, daß, sobald man einen Punkt auf Ruhe transformiert, 


durch dieselbe Transformation seine sämtlichen Punkte auf 
Ruhe transformiert werden. Diese 
Beh Ruhtransformation ist eben (74), 
Die Geraden gleicher Geschwindig- 
keit p = konst. haben, auBer bei 
gleichföormiger Bewegung, immer 
eine Enveloppe; an dieser hört 
die Regularität der Bewegung auf. 
Bei gegebenen Dimensionen des 
Körpers kann also die Krümmung 
der Weltlinien eine gewisse Grenze 
nicht überschreiten, und umgekehrt. 
Daraus folgt, daß ein starrer Körper 
notwendig nach allen Seiten endlich 
ausgedehnt ist und um so kleiner sein muß, je größere Be- 
schleunigungen er erfahren soll Hier haben wir den ersten 
Hinweis auf die fundamentale Bedeutung der Atomistik in der 
neuen Dynamik. Trägt der starre Körper eine Substanz von 
der Ruhdichte o*, so ist diese von p unabhängig und eine 
Funktion von &, n, & allein, die wir mit ir wo 


0, 1, &) 


1) Vgl. H. Minkowski, Raum u. Zeit, 1. c. (Asien. p- 2). ade 
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§ 5. Die Hyperbelbewegung. 
Die einfachste, von der gleichférmigen Translation ver- 
schiedene Bewegung werden wir erhalten, wenn wir in (72) 
und (73) die rapt crn Funktion w = 0 seizen, Dann wird 


(75) 


i= 4 m 


ad 
Eliminiert man hieraus p, so folgt 


Hieraus erkennt man, daß die zugehörigen Weltlinien in der 
xzt-Ebene und den dazu parallelen Ebenen y=, z=€ 
Hyperbeln sind, welche die der Lichtgeschwindigkeit ent- 
sprechenden Geraden durch den Nullpunkt zu Asymptoten 
haben und die z-Achse im Abstande £ vom Nullpunkte schneiden. 
Ein Bündel solcher Hyper- 
beln stellt eine Bewegung 
dar, bei der der starre 
Körper aus dem unend- 
lichen kommt, sich dem 
Nullpunkt nähert, umkehrt 
und sich wieder ins Un- 
endliche entfernt, wobei 
seine Geschwindigkeit von 
der Lichtgeschwindigkeit c 
zuerst bis Null abnimmt und 
nach der Umkehr wieder 
bis e zunimmt. Diese, der 
gleichförmig beschleunigten 
der alten Kinematik einigermaßen analoge Bewegung, wollen 
wir kurz die Hyperbelbewegung nennen. 

Da der Nullpunkt ein ganz beliebiger Punkt ist, so stellen 
die Hyperbeln sigh 
(77) (rx — 0)? — (t— = &? 

Set 
keine wesentlich andere Bewegung dar; nur ist dann für <=0 
die Geschwindigkeit von Null verschieden. Wir werden uns 


also auf die Formeln (75), (76) beschränken können. fe 
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M. Born. 


Diese Hyperbelbewegung erweist sich nicht nur kine- 
matisch, sondern auch dynamisch als die einfachste. Es hängt 
das eng mit dem Umstande zusammen, daß jede beliebige 
Weltlinie in jedem ihrer Punkte P von einer solchen Hyperbel, 
der „Krümmungshyperbel“, oskuliert wird, wobei der von deren 
Mittelpunkte bis nach dem Punkte P hin gerichtete Vektor 
vom Betrage 5=c*/& den Beschleunigungsvektor der Welt- 
linie in P darstellt. 

In der Tat, berechnen wir die Beschleunigungskomponenten 
der Hyperbelbewegung, so finden wir zunichst = 


Zur Berechnung der z- und ¢-Komponente beachten wir die 
Gleichungen 
=— wie. 
q ’ Pa E 2 


(79) 


Dann wird 
= Pot, +P, 
Also erhalten wir 
(80) 
und ebenso 
(81) 


(82) 


der Betrag der Beschleunigung ist. Aus (80), (81), (82) folgt 
die obige Behauptung.') 

Die Beschleunigung ist also für jede Weltlinie der Hyperbel- 
bewegung dem Betrage nach konstant; darin liegt ihre Ana- 
logie mit der gleichförmig beschleunigten Bewegung der alten 
Mechanik, die durch parabolische Weltlinien dargestellt wird. 
Sie ist also die einfachste beschleunigte Bewegung, und jede 
Bewegung kann durch Hyperbelbewegungen approximiert werden. 


1) H. Minkowski, Raum und Zeit, 1. ec. (Anm. p. 2). 
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ay 


Hierauf gestiitzt, wollen wir im folgenden die Dynamik der 
Hyperbelbewegungen genauer ergriinden, vor allem die Kraft 
zu bestimmen suchen, die ein elektrisch geladener starrer 
Körper dabei auf sich selbst ausübt. Das Resultat wird dann 
auch als Annäherung Aufschluß geben über alle Bewegungen, 
bei denen der Betrag des Beschleunigungsvektors sich nur 
wenig ändert. 


Zweites Kapitel. 


Das Feld des starren Elektrons bei der Hyperbelbewegung. fy 
§ 6. Retardierte Potentiale und Feldstärken. 


Die von bewegten elektrischen Ladungen ausgeübten Kräfte, 
welche in die Bewegungsgleichungen dieser Ladungen eingehen, 
leiten sich aus gewissen Hilfsgrößen ab, den retardierten Po- 
tentialen und den Feldstärken. Wir wollen die im folgenden 
verwendeten Ausdrücke für diese Größen zusammenstellen. 

Es sei eine elektrische Strömung durch Gleichungen der 
Form (14) dargestellt; der Anfangswert ihrer Ruhdichte (vgl. 
§ 3, p. 18, (51)) sei - 


Dann werden die retardierten Potentiale durch die folgenden 
Ausdriicke gegeben: 


4a (x, y, z, t) 


Qo X, 


4n D(z, y, z, t) 
SSS + + (t-Di, ds dq dé; 
dabei bedeuten Z, 7, 2,2 und Z,, 7,, Z,, ¢, die Funktionen (14) 
bzw. ihre Ableitungen nach rt, genommen für die Argumente 
&, 7, &, und in den eckigen Klammern ist für x die Funktion 


von x, y, z, t, &, 7, einzusetzen, die sich durch Auflösen der 
Gleichung 


nach r ergibt; und zwar ist diejenige eindeutig bestimmte 


E 
£ 
q 
a 
(83) 
lo ‘ate 
a 
a 
- 
= 
. 4 
; 
a 


Born. 


Lösung!) der Gleichung zu nehmen. für die ¢ > ist. Wie 
die Ausdrücke (83), die für kontinuierliche Strömungen in dieser 
Form wohl noch nicht gebraucht worden sind, mit den üb- 
lichen Formeln für die retardierten Potentiale zusammen- 
hängen, soll im nächsten Paragraphen kurz erläutert werden. 

Aus den Potentialen leiten sich die elektrische Feldstärke € 
und die magnetische M nach den 


(85) E=— e ®) grad ®, joo 


M = curl(D,, PD, a 4 


Die Potentiale (83) sind err der Gleichungen? 


-40,- 


1 
IP = 


T 


ad, 980, 
(87) lor ® = tu + 0% 


fir sich verschwindet. sjolhlerk 


Die Gleichungen (86) sind die Lagrangeschen Gleichungen 
zu dem Variationsproblem°), diejenigen Funktionen ®,, ®,, ®, ® 
zu finden, für die das Integral 


ss) W=[y ff @, @, bt)} 


1) Diese Gleichung hat eine und nur eine solche Lösung, weil die 
Geschwindigkeit der Strömung die Lichtgeschwindigkeit nicht erreichen 
kann. Vgl. H. Minkowski, 1. c. (Anm. p. 7). 

2) Ich folge in dieser Darstellung dem Vorgange von W. Ritz, indem 
ich die Potentiale als die Wirkungen von Ladung zu Ladung durchaus 
als das primäre ansehe und die partiellen Differentialgleichungen erst in 
die zweite Reihe rücke. Charakteristisch ist, daß in meiner ganzen 
Theorie von den eigentlichen Maxwellschen Feldgleichungen für €, M 
gar kein Gebrauch gemaeht wird. a 

8) Vgl. K. Schwarzschild, 1. c. (Anm. p. 4); M. Born, 1. e. 
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erstreckt über ein Gebiet G der zyzt-Mannigfaltigkeit, ein 
Extremum wird, wobei die Strömung der Elektrizität und die 
Werte der Potentiale auf der Begrenzung von @ gegeben sind. 


87. Vergleich der Ausdrücke für die retardierten Potentiale. 


Die Ausdrücke (83) für die Potentiale kann man ansehen 
als die Superposition der Elementarpotentiale, die von den 
einzelnen bewegten Punkten der Strömung herrühren. Für 
letztere hat man nämlich nach Liénard und Wiechert’) 
die Ausdrücke 


— d (00) 


Dabei bedeutet e die Ladung des wirkenden Punktes sama! 

(91) r= +(y—y)? + 


die Entfernung desselben vom Aufpunkte x, y, z, 


ferner 


« 


die Komponente seiner Geschwindigkeit w,, Wy» W, in der Rich- 
tung von r, und es ist in den eckigen Klammern für ¢ der 
Wert 7 zu setzen, der sich aus der Gleichung 


(93) 

ergibt. ‘aif 
Hat man jetzt eine kontinuierliche Strémung, so ist die 

Weltlinie (90) durch ein Biindel von Weltlinien zu ersetzen, 


mb 


1) E. Wiechert, Arch. néerl. (2) 5. p. 549. 1900; A. Liénard, 


L’eelairage électrique 16. p. 5, 53, 106. 1898. 


= 
4 


e 
r 
dt, 
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indem man die Funktionen (90) durch Einführung von drei 
Parametern &, n, £ auf die Form (1) bringt und e durch die 
Dichte o (&, 7, £) ersetzt. Dann werden die Funktionen p,, @,, 
Y,, y noch von §, m, ¢ abhängig, und man kann sie über den 
ganzen Raum integrieren. laß 
bei der Raumintegration 


dzdydz = 


ist, und daß sich die Funktionaldeterminante 9 mit der 
Dichte o nach § 8, (41) zu der Anfangsdichte 9, = 9 @ ver- 
bindet. 

Die entstehenden Ausdriicke lassen sich leicht auf die 
Form (83) bringen. Dazu hat man nur die Bewegungs- 
gleichungen des wirkenden Punktes homogen in der Gestalt 


(94) y=9@), z=2 (0), t= 


zu schreiben, wo rt die Eigenzeit bedeutet, und o durch die 
Ruhdichte o* zu ersetzen. Die Gleichung (93) geht dann in 


5) h=(2—2)? + + — = 0 
über, aus der sich r bei der Nebenbedingung ¢ > eindeutig 
ergibt. 

Der Zusammenhang der Ausdrücke (83) mit den sonst 


üblichen Ausdrücken für die Potentiale ist auch leicht zu er- 
gründen. Letztere lauten): 


t=t- 


Dabei ist die Strémung durch Gleichungen der Form (1) (p. 6) 


dargestellt zu denken, ferner ist 


r= V(e— 2)? +(y—9)* + (2-2, 


1) Vgl. 1. c. (Anm. 1 p. 28). 
2) Vgl. etwa M. Abraham, Theorie: der Elektrizität 2, 2. Aufl, 
Formeln (51b), (51¢) p. 57. 
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und in den eckigen Klammern sind als Argumente z, y, z, 
i=t— r/c einzusetzen. Die Integrationen in (95) sind über 
alle Ladungen zu erstrecken, also, da diese sich bewegen, über 
zeitlich variable Grenzen. Der Übergang von den Ausdrücken (95) 
zu den Ausdrücken (83) besteht nun eben darin, daß man die 
Integrale auf feste, von der Zeit unabhängige Grenzen bringt. 
Dies hat in folgender Weise zu geschehen. 

In den Stromgleichungen (1) ersetzen wir ¢ durch i=t—r/e; 
dann bekommen wir Gleichungen der Form 


a», 
x 


welche z, 7, Z mit &, 4, £ verbinden und offenbar genau 
die Transformation darstellen, welche, auf (96) angewandt, 
die Integrale auf feste Grenzen bringt; denn diese Trans- 
formation (97) stellt &, 7, Z als Funktion ihrer Anfangswerte 
für den in den eckigen Klammern in Betracht kommenden 
Zeitpunkt dar. 


Um die Funktionaldeterminante der Transformation (97) 


_ 


zu berechnen, wollen wir die Ableitung von 3 nach £ bei fest- 
gehaltenem 7 mit (07/0 §;, bei festgehaltenem ¢ mit (07/08), 
bezeichnen. Differenzieren wir dann die Gleichungen (97) der 
Reihe nach nach &, 7, £, so bekommen wir drei Gleichungs- 
systeme mit gleichlautenden Koeffizienten; z. B. bei der Diffe 
rentiation nach £&: 


a 

3 

’ % 
3 

te 

r 3 

4 
‘ 

| 
1 
F= fr 3 

og 

| az az dz [di (dz (8% 
(sz). = (se); + tas (ae), + 0% 
ay , {Gi (dz) , (dH) , GE [öx k 

13 

0% 0% (08 (dz (0% dt (0% 2 

(ee), = (55), + a7 (Se), + ay (GE), + 


az) = (33) 
0x) 
Dazu treten zweimal drei Gleichungen, bei denen £ mit 7 
bzw. ¢ vertauscht ist. Bezeichnen wir nun die hier auftreten- 


Q 


| 


o 
Sl SI 
! 


| 


Q 


so lassen sich unsere neun Gleichungen in die Matrizen- 
 gleichung zusammenfassen: 


wv ‘ 
($=) (1 „192 + | 
dE Of OF FE): Ot Oy) 
= 1 89 ar - (23) 
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4 
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Daraus folgt die Determinantenrelation: _ 


(102) 
Nun ist offenbar nach (98) 
ferner ist nach § 3, (42), p. 16: 
104 = [0 
( ) | = [ Var va? 


und das ist nach (92) zu schreiben: 


Demnach wird: 


( bi sews hus. „uw 


Setzen wir das in (96) und beachten, daß nach $ 3, (41), p. 16 
Qo (& d) he 


zu setzen ist, so kommt: 


= {ff 06 n, 


St 


fff 6) 


oH 


: 


- 


Ersetzen wir jetzt noch w, durch z,/i, usw. wie auf p. 30, 

so gehen die Formeln (107) direkt in die Ausdrücke (83) über. 

In der Tat tritt in diesen nur die Anfangsdichte o, auf. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 30. A 
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M. Born. Tent 


88. Besschnung der Potentiale bei der Hyperbelbewegung. 
Wir wollen jetzt die Potentiale (83) fiir die Hyperbel- 
bewegung nto isi na 
(108) gf, y=n, 
auswerten. 

Da y, = z,= 0 sind, so sind auch ® =®,=0. Da wir 
in (108) statt z die Größe p als unabhängige Variable neben 
&, n, & haben, werden wir auch die Gleichung (84) h = 0 als 
Gleichung für p ansehen. Sie lautet dann: 


(10) Alt 
wenn man die Abkürzungen 
= 


einführt, kann man (109) so schreiben: 


(110) 


dazu tritt 


Aus diesen Gleichungen ist 5 zu berechnen; und zwar ist der 
Wert von 5 zu wählen, für den 2>7 wird. Setzt man den 
aus der ersten Gleichung folgenden Wert 
DIET 
in die zweite ein, so entsteht die quadratische Gleichung für 7: 


„?2kz 


j= (kz + ctVk?—s). 
Setzen wir noch zur Abkiirzung fiir die positive Wurzel 
(111) 
und berechnen f, so finden wir 
SER. p=- (ket + Bx), 
sth 


Daraus folgt: ® 
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Hier ist dasjenige Vorzeichen zu wählen, das dem kleineren 
Werte von 2 entspricht. Da nun 7 = p&/c* ist, so ergibt sich, CR x 
vorausgesetzt, daß das Elektron rechts vom Nullpunkter=O © 
sich bewegt, d.h. — > 0 ist, das Folgende: patie 
für alle Aufpunkte, bei denen z/s > 0 ist, ist das positive re 
Zeichen zu nehmen, 
für alle Aufpunkte, bei denen z/s < 0 ist, ist das negative — gee 
Zeichen zu nehmen. 
Die VORNE dieser Aufpunkte geht aus der Figur hervor. 


Fig. 6. 


a GY 


Wir wollen im folgenden meist voraussetzen, daß x/s >0 
ist; nur solche Punkte können innere Punkte des Elektrons bei 
der Hyperbelbewegung sein. Für sie ist also die positive Wurzel B I 
zu nehmen. Wenn wir gelegentlich auch Punkte betrachten, 
für die ‘x/s<0 ist, so haben wir überall +B durch -Bzu 

Wir haben also: ae 


ersetzen. 


Nun berechnen wir den Nenner des Integrals (83) fir diese 


Werte von p, 7. 
Wegen y, = z,=0, =p, =—q wird dieser: 


E 


35 
r 
n 
Cars 
r 
a 
= 
| 
Git} 


M. Born. 
Das setzen wir in die Integrale ein; es kommt: 


| 42 OR, y + Bet)dEdndk. 


1 
= e die Gesamtladung des Elektrons bedeutet, so wird 


einfach: 
| 4nD,=y, (8.2 + y,(s).ct, 


Setzen wir zur Abkürzung: 


Hier sind w, und w, Funktionen der Verbindung s von z und ¢ 
allein. 
A } Diese Potentiale erfüllen insbesondere die Gleichung (87) 
lor ® =0; denn man hat, weil 0s/Oz = 2z, 0s/Ot = — 2c? t ist: 
80, 


=y +2y,'27+2y,'ctz, 


u Nun ist 


also wird 
(116) 
Dazu bedenken wir, daB nach (108) 
r=—q&, t= also s=& 


zu setzen ist. Führen wir dann statt der Abkürzungen w,, v, 
die folgenden ein: 
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(118) 


Die Funktionen ®,, D hängen also mit den Hilfsfunktionen D,, D 
durch dieselbe Lorentztransformation zusammen, die (p. 23, (74)) ts 
den starren Körper auf Ruhe transformiert. Wir werden ®,, ® ws 
daher Ruhpotentiale nennen; es sind Funktionen von &, 7, Reis; 
allein, die nicht mehr von p abhängen. 

Aus den Relationen (118) erkennen wir, daß das Elektron 
sein Feld mitführt; die Ruhpotentiale, die von einem mit dem 
Elektron bewegten Beobachter wahrgenommen werden, hängen 
nur von den Ruhkoordinaten &, 7, £ ab. 

Für das skalare Ruhpotential ® wollen wir noch den 
expliziten Ausdruck .. 


= §—§? + + C—O) 


gesetzt ist. Liegt der Aufpunkt in dem Gebiete 2/s < 0, so 
ist statt des positiven das negative Zeichen zu wählen. So- 
wohl D, wie D werden bei &=0 unendlich; für diesen Wert 
ist die ganze Hyperbelbewegung singulär; die Feldstärken aber 
bleiben, wie wir sehen werden, überall endlich und sind in 
der ganzen xy zt-Mannigfaltigkeit definiert. 


2 
if 


nun gemäß den Formeln (85) die Feldstärken berechnen. 
lauten hier: 


| 
rd | 
dt 
31) | 
DIS, 1; 6) = | 
wobei 
120) 
| 
ch ‘od 
ae 
us den Ausdrücker lie Potentiale wollen wir Mi; 
. 
o@ 
ao, 


finden aus (115) bei Beachtung von (110): 


=cy, —2y, etx ct, 


+ +s%). 


tell folgt, daB ©, außer von 7, ¢ nur von s, d.h. von £ 

Er rt aber nicht von p. Die z-Komponente der elektrischen 

 Feldstärke ist also längs jeder Weltlinie des Elektrons konstant. 
Rechnet man €, aus, so ergibt sich: ar 


256-5) 
= — — dnd£, 
E, dé S; 


2. _ wobei r durch (120) definiert ist. 
€, wird bei &=0 nicht unendlich. Man kann aber €, 
oe auch über die Geraden &=0, d.h. z+ct=0 und 2—-ct=0 
_ fortsetzen. Dabei hat man in den Gebieten z/s<0 dem 
= mit B® identischen Nenner das entgegengesetzte Vorzeichen 
zu geben. Sodann ist zu bedenken, daß durch die Glei- 
chungen (108), die für reelle Werte von & die auf der z-Achse 
normalen Hyperbeln der r¢-Ebene darstellen, für rein imaginäre £ 
ers Aa die auf der ¢-Achse normalen Hyperbeln dargestellt werden. 
Die Klammerausdrücke im Zähler und Nenner von €, kann 

me in der Form 


— £7 + — + (5 — 9, 
schreiben; es kommt in ihnen nur das Quadrat von & vor, 

so daß sie auch für rein imaginäre Werte von S reell sind. 


> für &>0, nie Null werden; denn setzt man usa so 
wird er (ch 
[— + + (n — a? + (6 — 
Daher ist €, in der ganzen zt-Ebene definiert. 
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Nun findet man leicht: 


OW & 
Demnach sind die y- und z-Komponenten der Feldstärken 
außer von 7, & nicht bloß von der Verbindung ?= x? — e?t? 
abhängig, sondern auch von z und ¢ explizite; man kann sie 
also als Funktionen von &, n, £, p ansehen. 
In den Gebieten, wo z/s <0 ist, ist wieder das Vor- 
zeichen der Ausdrücke (126) einzehchren. 
Man erkennt, daß auch die y- und z-Komponenten der 
Feldstärken bei &=0 nicht unendlich werden. Auf eine 
genauere Diskussion des Feldverlaufes in dem festen Koordi- 
natensystem wollen wir nicht eingehen. Nur so viel sieht 
man sofort, daß €, und €, bei x = 0 verschwinden, daß dort 
also die Kraftlinien parallel der z-Achse sind, und dab M 
und M, bei verschwinden, d.i. in dem 
das Elektron umkehrt und daher momentan ruht. Hieraus 
ersieht man wieder, daß das Feld vom Elektron in der Tat 
mitgeführt wird, da das magnetische Feld momentan überall _ 


$ 10. Transformation der Wellengleichung, der Potentiale und 
Feldstärken auf ein mitbewegtes Koordinatensystem. 


Die Form (118), die wir den retardierten Potentialen ge- 
gegeben hatten, führt dazu, die Wellengleichung (86) selbst 
auf ein mit dem Elektron bewegtes Koordinatensystem, d.h. x 
auf die unabhängigen Variablen &, 7, ¢, p zu transformieren. —_ 
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M. Born. 
Um die Umrechnung zu vereinfachen, transformieren wir 
statt der Differentialgleichungen (86) das Variationsproblem (88). 
Wir haben also zunächst die Komponenten der Feld- 
stärken (121) zu transformieren. 
Es ist wegen (79): 
„180, 18% 
tht 
Wir führen nun die Ruhpotentiale ®,, D durch dieselben 
elationen ie wie früher ein: 


al 
wich 


127) 

— &, 
: 
(128) 


Je 
(I 
| 
Fe 
li 
( 
ate 
( 
Dann ist offenbar: 
aD, _ ad, (li 
und entsprechendes gilt für die Ableitungen nach 7 und L. 
Dagegen wird: 
er cq e Op +9 dp 
wird: 
96 
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Jetzt ergibt sich: 


(129) Mm?— GF =— 
dey Karte tee 
Ferner wird: 


(180) 


Endlich wird Funktionaldeterminante 


2 0 (a, Y, t) _ 


3 - @} = Min. 


Hieraus entnimmt man die Differentialgleichungen der Elektro- 
dynamik fur ein hyperbolisch beschleunigtes Bezugsystem: 


e ap dp ) 


Diesen Gleichungen miissen notwendig auch die in § 8 
gewonnenen Ruhpotentiale (117) genügen. Diese hängen aber 
von p nicht ab, ebenso wie die Dichte o* = 9, (&, m, ¢); es 
sind also ,,statische Potentiale“ beziiglich beschleunigten 
Koordinatensystems. | 


| 


- 
2, + Oy, + ®,z,— Pt) 
--e(2® +9®) =— 9" 3 
Daher geht das Variationsproblem (88) in das folgende über: 7 En? 
a 
4 
(133) 
“+ 


42 M. Duin. 


erhalten wir aus (133) die Differentialgleichungen der Elektro- 
statik in einem hyperbolisch DER Bezugsystem : 


a? 
0 7? +° = 0, 


. 
0 0° a? ® 
(8 oe) +8 + — 
Außerdem genügten aber die Potentiale ®,, ® der Gleichung 
lor ® = 0; diese geht bei der Transformation über in 


(134) 


1 
Wenn ®, oom p unabhängig sind, so wird das: dite 
(136) 


Wir wollen nun direkt zeigen, daB die Ausdriicke (117) bzw. 


(119) in der Tat die Gleichungen (134), (136) befriedigen. 


Fir & =— 157 ist das von vornherein klar; sowohl 


die erste Gleichung (134), als auch (136) sind befriedigt. 
Für ® benutzen wir den expliziten Ausdruck (119). Wir 
werden zeigen, daß derselbe das genaue Analogon ist zu dem 
elektrostatischen Potential gegebener Ladungen 


und daß er zu der Differentialgleichung 

(137) Fr) tad a) -7-f&md) 
in genau derselben Beziehung steht, wie das gewöhnliche 
Potential x zu der Gleichung ei | 


du=f(&n£ 
Zunächst ist nämlich die in den aor Variabelnreihen &, 7, ¢; 


&,7,& symmetrische Funktion 


r EE + 488 


eine Lösung!) der homogenen Gleichung (137) (f = 0), die der 


1) Es ist, genau wie 1/r für Au=0, die Greensche Funktion der 
Differentialgleichung (137) für den unendlichen Raum mit der Rand- 
bedingung, daß die Lösung im Unendlichen verschwinden und die mit r’ 
multiplizierte Ableitung in einer beliebigen Richtung endlich bleiben soll. 
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Lösung 1/r von Au= 0 entspricht. Daß sie in der Tat der 
Gleichung genügt, kann man durch eine allerdings langwierige 
Rechnung direkt einsehen. Ferner hat sie für r=0, d.h. 
=7, ¢=6€, eine Singularität von der Ordnung 1/r 
und der Faktor von 1/r wird für r=0 gleich 1/£. Aller- 
dings muß dabei ausgeschlossen werden, daß & oder & Null 
werden; dieser Wert ist natürlich für die Differentialgleichung 
(137) selber singulär. Aus diesem Verhalten unserer Grund- 
lösung folgt nun genau wie in der Potentialtheorie, daß, wenn f 
eine fir &=0 definierte Funktion ist, der Ausdruck E 


der inhomogenen Gleichung (137) genügt (natürlich nur, solange & 
von Null verschieden ist). Ersetzt man hierin noch f durch 
seinen Wert o,&, der den mitbewegten Ladungen nach (134) 
entsprach, so wird man auf (119) zurückgeführt. Das ver- 
schiedene Vorzeichen in verschiedenen Gebieten des Aufpunktes 
resultierte dabei aus den Überlegungen, daß die aus &,, © 
zusammengesetzten ©, ® im ruhenden Koordinatensystem 
retardierte, nicht avancierte Potentiale sein sollten. Demnach 
wird man die Ruhpotentiale D,, D in analoger Weise durch 
die Differentialgleichungen (134), (186) und durch ihr Ver- 
halten im Unendlichen eindeutig festlegen kénnen, wie das 
gewöhnliche statische Potential. Doch will ich hierauf nicht 
näher eingehen. 

Beachtet man nun, daß ©, nicht von p, n, & abhängt, 
so gewinnt man aus (127), (128) für die Feldstärken die folgen- 
den Ausdrücke durch das Ruhpotential ® allein: 


Man sieht leicht, daß diese Ausdrücke mit (122), (124), (125) 5 
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Nach Minkowski!) werden wir noch außer den Ruh- 
potentialen die Ruhfeldstirken einführen. 
Die elektrische Ruhkraft ist definiert durch 


44 M Born. 


= 1,6, Sint 


1 
= + —(z, M, —y M). 
Dazu tritt der Ausdruck für die elektrische Ruharbeit: 
(139 *) A=2,€,+y,6, +26, 
Ferner ist die magnetische Ruhkraft definiert durch 


| M, = — 2,6), 


M, = — Ik, €, — 7, €), 


1 


und die magnetische Ruharbeit: 


(140*) y, M, + 2, M,. 
Setzt man hier die Ausdrücke (138) ein und bedenkt, daß 
r=p, y=2z,=0 
zu setzen ist, so erhält man: 


Die magnetische Ruhhraft und Ruharbeit sind also, wie zu er- 
warten, identisch Null. Die elektrische Ruhkraft und Ruharbeit 
aber leiten sich allein aus dem Ruhpotential D ab. Aus dem 


= 1) H. Minkowski, l. ec. (Anm. p. 5, vgl. p.32ff) 
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Werte (119) von ® findet man die folgenden expliziten — 
drücke für die elektrischen Ruhkräfte: 


q rf — — 2&(& — 
J Uo + 4 
2 — — 9) 
(142) x + 


und die Ruharbeit 4 geht aus €, durch Vertauschung von q 
mit —p hervor. Diese Ausdrücke gelten jedenfalls im Innern 
des Elektrons selbst. j 

Vergleicht man die Ausdrücke (141) mit den Glei- 
chungen (108), so erkennt man, daß sich die Größen 


G,, €, = 
aus den nur von &, 4, & EIER Größen 
gerade so zusammensetzen wie z, y, z, ¢ aus &, 7, ¢ und p, q 
Daraus folgt, daß sich bei Lorentztransformation = 


gerade so transformieren wie z, y, z, ¢, d. h. wie ein Raumzeit- a R 


vektor erster Art. er 

Die Dynamik des starren Elektrons bei der Hyperbelbeweguns. 


$11. Die resultierenden Kräfte und die Bewegungsgleichungen. 


Bekanntlich wird das Produkt der Ruhdichte in die im 
vorigen Paragraphen definierte elektrische Ruhkraft als pondero- 
motorische Kraft des Feldes bezeichnet und mit gewöhnlichen 
mechanischen Kräften als äquivalent angesehen. 

In der Abrahamschen Theorie des starren Elektrons 
sowohl wie in der Lorentzschen des „deformierbaren“ Elek- 
trons werden die Bewegungsgleichungen eines von gewöhn- 
licher Masse freien Elektrons dann in folgender Weise ge- 
bildet: Durch Integration über den in einem Moment ? vom 
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Elektron erfüllten Raum werden die Resultierenden jener 
ponderomotorischen Kräfte sowohl des äußeren wie des vom 
Elektron selbst erzeugten Feldes gebildet (bzw. die resul- 
tierenden Momente, wenn Rotationen mit berücksichtigt werden), 
und die Summe dieser Resultierenden wird gleich Null 
gesetzt. 

Dieses Verfahren entspricht natürlich nicht dem von uns 
eingeschlagenen Wege. Denn die so gebildeten Resultieren- 
den hängen offenbar von dem gewählten Bezugsysteme ab. 
Wir werden suchen, solche Bewegungsgleichungen aufzustellen, 

i gegen Lorentztransformationen invariant sind. 

Die Form der vom Elektron selbst erzeugten Ruhkräfte 
Pr und (142) und die Bemerkung auf p. 45 über ihr Ver- 
halten bei Lorentztransformation aber legt es on in welcher 


Wir werden als ee 
Kraft eines Kraftfeldes das Funeral des Produktes von Ruh- 
ladung und Ruhkraft über die Ruhgestalt des Elektrons, d. h. 
nach &, n, & bei festem p, verstehen. 
Wie man in dem Falle, daß Rotationen zugelassen sind, 
die resultierenden Momente zu definieren hat, darauf wollen 
wir nicht eingehen. 
a Ferner werden wir die Bewegungsgleichungen eines starren 
_ Elektrons folgendermaßen aussprechen: Das starre Elektron 
ie bewegt sich so, daß die Resultierende seines eigenen Feldes ent- 
gegengesetzt gleich ist der Resultierenden des äußeren Feldes. 
Ehe wir für die Hyperbelbewegung die Resultierende des 
inneren Feldes wirklich ausrechnen, wollen wir eine Bemer- 
kung über die Impuls- und Energiesätze machen. 
‘ Bekanntlich gelten infolge der elektromagnetischen Grund- 
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Dabei sind 


X, = + M7), 
und zweimal drei entsprechende Größen die Komponenten der 
Maxwellschen Spannungen, ferner ist 


spn 


der Strahlvektor und 
(146) W=}(E + m) “ab ot 


die Energiedichte. Integriert man diese Gleichungen über einen 
von einer geschlossenen Fläche begrenzten Raum, so gewinnt 
man die Gleichungen 


4 [ffert.ao= ff 
ore Adv = fff var, 


(147) 


wo dv die Integration über den Raum, df die über die Be- 
grenzung andeutet, und wobei ©, die Normalkomponente 


von © und 


T,= X,cos(n,z)+ X,cos(n,y) + X,cos(n, z) 


die Normalkomponente der z-Spannungen an der Begrenzung ~ 


ist, Diese Gleichungen besagen, daß die im alten Sinne ge- 
bildete resultierende Kraft gleich der Abnahme der in einem 
Volumen befindlichen elektromagnetischen Bewegungsgröße — S 
vermehrt um die Gesamtspannung auf der Begrenzung des 
Volumens ist, und daß die von den Kräften geleistete Arbeit 
gleich der Abnahme der elektromagnetischen Gesamtenergie 
vermehrt um die durch die Begrenzung tretende Strahlung ist. 

Betrachten wir nun zuerst die Abrahamsche Theorie; 
in dieser wird der Ather als ruhendes absolutes Bezugsystem 
angenommen und das Elektron ist im alten Sinne starr. Hier 
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hat die Bildung der Resultierenden durch Integration über 
den Raum für festes ¢ ihre Berechtigung. Denn, wenn wir 
uns auf den Fall geradliniger Translation beschränken, so 
haben zu einer Zeit ¢ alle Punkte des Elektrons dieselbe Ge- 


 schwindigkeit w; die einzelnen Punkte des Elektrons leisten 


relativ zueinander keine Arbeit, die zwischen ihnen wirkenden 
Kräfte treten nicht in Erscheinung, und daher kann man die 
Integrale der Kraftkomponenten und der Arbeit über das Vo- 
lumen des Elektrons als resultierende Kraftkomponenten und 
_ Gesamtarbeit ansehen. Dabei ist dann allerdings kein Rela- 
tivititeprinzip irgendwelcher Art erfiillt. 

In der Lorentzschen Theorie wird das Elektron bei 


SE quasistationärer Bewegung als deformierbar angesehen, und 


zwar nach demselben Gesetze, nach dem ein im Sinne der hier 
dargelegten Theorie starrer, gleichförmig bewegter Körper von 
einem ruhenden Bezugsystem deformiert erscheint. Definiert 
man hier die resultierenden Kräfte usw. als die Integrale bei 
festem ¢, so wird man ganz andere Werte bekommen, je nach 
dem Bezugsystem, das man zugrunde legt; die Gleichungen (143) 
sind allerdings invariant, d. h. behalten ihre Form, wenn man 
die Koordinaten einer Lorentztransformation unterwirft, aber 
nur, wenn man gleichzeitig die Größen X,,...6,,... W in ge- 
wisser Weise transformiert. Dieser Unetend bewirkt das 
scheinbare Auftreten einer Deformationsenergie und -Bewegungs- 
größe, worauf Planck und Abraham aufmerksam gemacht 
haben. Demnach haben in der Kinematik des Relativitäts- 
prinzips die durch Integration bei festem ¢ gebildeten Werte 
der resultierenden Kraft, der Arbeit, der Spannungen und 
des Strahles keine unmittelbare Bedeutung. Aus der Nicht- 
beachtung dieses Umstandes erklären sich sofort die Wider- 
sprüche in der Lorentzschen Theorie. 

Wir können sagen, daß die Lokalisation der Energie und 


des Impulses im Äther in der alten Weise dem Relativitäts- 


Der‘. 


prinzipe nicht entspricht. Für die Aufstellung der Bewegungs- 
gleichungen brauchen wir aber die Energie- und Impulssätze 
in der erörterten Form gar nicht. Vielmehr reicht die auf 
p. 46 gegebene Definition vollkommen aus. Der Energiesatz 
tritt dann zu den drei Bewegungsgleichungen als die von ihnen 
abhängige Aussage hinzu, daß die Summe der Arbeiten der 
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Resultierenden des äußeren und des inneren Feldes stets gleich 
Null ist. 


$12. Die resultierenden inneren Kräfte bei der Hyperbel- 


bewegung. 


Aus den Ausdrücken (141) oder (142) bilden wir jetzt die 
Resultierenden der inneren Ruhkräfte. Bezeichnen wir das 
Raumelement d&£dnd£ mit dw, so erhalten wir: 


4 = &,do = 2 (food I Zw do, 
(148) { =f % g, do = — dw do, 


2 
= |0,&,do=-— 0% do dö. 


ie resultierende Arbeit K® geht aus X,® durch Vertauschung 
von g mit —p hervor. 

Zunächst betrachten wir das Integral K,°. Hier werden 
wir statt der Koordinate £, die von dem Schnittpunkte der 
Asymptoten der Hyperbelbewegung an rechnet, die Koordinate 
von irgend einem Punkte a des Elektrons einführen und 


demnach 
& durch a+ &, 


— durch a+$ 


ersetzen. Wir werden sogleich beweisen, daß das Elektron 
einen Mittelpunkt haben muß. Wir wählen daher diesen Mittel- 


punkt als Bezugspunkt. 
Dann haben wir unter dem Integral den Ausdruck 
(a+ & [r? - 2a 
rir? + 4(a + (a + 
zu untersuchen. 
Nun ist nach Gleichung (82) der Betrag der Beschleuni- 
gung des Mittelpunktes a gleich 


Py 


(149) 


Annalen der Physik. IV. Folge. 


2 
| 

it | | | 
vir 
so 
= 
en 

0- j 
nd 3 

la- 
| 

nd 
jer 

ry 
ch 4 
an 
er 2 
= 
as a 
hi 
‚ht 3 
rte 4 
= 
nd 
= 

‚ze ” 
‚uf 
utz 
en 


M. Born. 


führen wir das in obigen Ausdruck ein, so wird er die folgende 
Funktion der Beschleunigung: 


Bezeichnen wir diese als Funktion der beiden Punkte Pi, n,£), 
P(&,7,ö) mit f(P,P), so läßt sich f in einen symmetrischen 
und einen schiefsymmetrischen Teil zerlegen: a 


= }[f(P,P) + symmetrisch, 
„= }[f(P,P)— f(P,P)] schiefsymmetrisch 


Nun ist daB das Integral 


yes (P, P)dwda 


identisch verschwindet. 
Folglich können wir uns auf die Untersuchung von /, 


u beschränken. Es ergibt sich: 


[(c? + Eb)? + + E Hlet + &b)(e? +§b) 
+ 4 (ce? +Eb)(e + 


Mithin wird das sechsfache Integral in X,® proportional mit 4.. 
Fassen wir 5 mit dem Faktor g nach (80) zu —é, und, in- 
dem wir die Arbeit K® bilden, 5 mit p zu c?d, zusammen, 


so können wir schreiben: 


K® =—c*ub,. 


Dabei ist die Kuhmasse u folgende, nur von dem Betrage b 
der Beschleunigung des Mittelpunktes a abhängige Größe: 


r?[r? b? + 4 (ce? + Eb) (c? + Ed) Pe ir le" +6) 


+ (c2 + + 2(€ — + Ed)(c? + dw do. 
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Da 4 nur von der Anfangskoordinate a des Mittelpunktes ab- 
hängt, ist es bei jeder Hyperbelbewegung konstant. Also ist u 
für jede Hyperbelbewegung eine nur von der Gestalt und Ladungs- 
verteilung des Elektrons abhängige Konstante. 

Aus (151) gewinnt man die Bewegungsgleichung der 
z-Koordinate, indem man die Summe der inneren Kraft XK, 
und der äußeren X,@ gleich Null setzt; und ebenso ist 
K® + K@ = 0 der Ausdruck der Energiegleichung. Das gibt: 
| ub,=K"®, 


MAT. 


Es u; nun noch zu zeigen, daß man ein äußeres Kraftfeld an- 
geben kann, das imstande ist, eine Hyperbelbewegung aufrecht 
zu erhalten. Das leistet eine in der x-Richtung wirkende elek- 
trische Kraft E,, die von Ort und Zeit unabhängig ist. nn 
139 

ist nämlich die Ruhkraft nach (139) ee 0 


E,=tE,=—gE, 
und wenn E, konstant ist, so ek die METER von 0, E, 
und QA A nach einfach 


Diese Kraft wird die Hyperbelbewegung mit der Beschleuni- 
gung 5 aufrecht erhalten können, wenn man 


Ist das äußere Kraftfeld nur wenig variabel, so daß man 
es im Innern des Elektrons als konstant ansehen kann, so 
wird es eine Bewegung erzeugen, die von einer Hyperbel- 
bewegung nur wenig abweicht. Wenn wir auch in diesem 
Falle die Gleichungen (154) für gültig ansehen, so vernach- 
lässigen wir die Strahlung. 

Wir erhalten also für wenig veränderliche, aber beliebig 
große Beschleunigungen die folgenden Bewegungs- und Energie- 
gleichungen: 


SOON 
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23 Or? a? 

wobei x und ¢ sich auf den Mittelpunkt des Elektrons be- 

ziehen. Diese Gleichungen sind invariant gegen Lorentztrans- 

formation und haben die Form der mechanischen Bewegungs- 
gleichungen eines Massenpunktes. 

Sieht man uw als konstant an (was der nächste Paragraph 

ie Relation wird), führt dann die „gewöhnliche“ Masse durch 


die Relation 
u 


ein und ersetzt die Ableitungen nach r durch Ableitungen 
nach ¢, so erhält man: 


Die erste dieser Gleichungen ist die Bewegungsgleichung in 
einer den Newtonschen Gleichungen der alten Mechanik ana- 
 logen Form, die zweite die Energiegleichung. Die Größe c?m 
entspricht also der kinetischen Energie der alten Mechanik. 
Die Abhängigkeit der Masse m von der Geschwindigheit wird 
durch die Lorentzsche Formel (157) gegeben; wesentlicher als 
diese, auch für gewöhnliche (nicht elektromagnetische) Masse 


der Ruhmasse u von dem Betrage 5 der Beschleunigung gemäß 
der Formel (153). Diese Abhängigkeit wollen wir im folgenden 
Paragraphen näher studieren. 

Zuvor haben wir noch die y- und z-Komponente der 
inneren Kraft zu betrachten. 

Wenden wir auf K,® dieselben Uberlegungen an, wie auf x4, 
indem wir den Integranden in einen symmetrischen und einen 


5 2 ff - 


und ein analoger Ausdruck gilt für X,. 
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Setzt man die Beschleunigung 5 als klein voraus, so wird: 


160) =— Sfe% I 


Wir werden nun postulieren, daß bei verschwindend kleiner Be- 
schleunigung das Elektron keine seitlichen Kräfte auf sich ausübt. 
Wäre das nämlich der Fall, so würden schon bei quasi- 
stationärer Translation äußere seitliche Kräfte erforderlich sein, 
um die Bewegung aufrecht zu erhalten. Das widerspricht aber 
der Beobachtung an Kathoden- und Becquerelstrahlen, die 
sich ohne äußere seitliche Einwirkung von selbst geradlinig 
bewegen. 

Damit aber [X,®],= 0 ist, muß die Ladungsverteilung 
symmetrisch sein zu einer der Ebenen & = 0 oder „=0. Ebenso 
sieht man, daß sie auch symmetrisch zu einer der Ebenen 
£=0 oder {=0 sein muß, damit [X,®], = 0 ist. 

Da ferner die Bewegungsrichtung eine willkürliche Rich- 
tung im Elektron ist, so muß die Ladung symmetrisch zu jeder 
durch den Mittelpunkt gehenden Ebene verteilt sein. Mithin 
ist sie in konzentrischen Schichten um den Mittelpunkt gelagert. 

Aus der Beobachtungstatsache, daß zur Aufrechterhaltung 
der quasistationären Translation heine äußeren seitlichen Kräfte 
nötig sind, folgt also, daß das Elektron einen Mittelpunkt hat, 
um den die Ladung in konzentrischen Schichten verteilt ist. 

Ist das aber der Fall, so ergibt sich ohne weiteres aus (159), 
daß dann A,® für beliebige Werte von 4 verschwindet; und 
dasselbe gilt für X,°. Demnach haben wir das Resultat: 

Das Elektron übt bei beliebig beschleunigten Hyperbel- 
bewegungen keine seitlichen Kräfte auf sich selbst aus. 

Damit ist auch der noch fehlende Teil des Trägheits- 
gesetzes elektrodynamisch abgeleitet. Mit derselben Näherung, 
mit der die Gleichungen (156) und (158) für Bewegungen mit 
geringen Beschleunigungsänderungen gelten, können wir auch 
dieses Resultat auf solche Bewegungen übertragen. 

Die Erkenntnis, daß man aus dem Verhalten der Elek- 
tronen bei quasistationärer Translation auf die Existenz eines 
Mittelpunktes und die Ladungsverteilung in konzentrischen 
Schichten schließen kann, ist ein weiterer Beitrag zur Be- 
festigung der atomischen Vorstellung der Elektrizität. Ich 
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ape | M. Born. 
glaube nicht, daß irgend eine andere Theorie eine so enge 


Verknüpfung der Atomistik mit den Prinzipien der Dynamik 
gegeben hat. 


§ 13. Die elektrodynamische Ruhmasse. 


Zunächst wollen wir den Wert der Ruhmasse für quasi- 
stationäre Bewegungen, d.h. für verschwindend kleine Werte 
von 5, berechnen. Setzen wir in dem Ausdrucke (153) = 0, 


(161) dodo. 


5 Das zweite Integral läßt sich wegen der zentrischen Symmetrie 


des Elektrons auch in den Formen 


Lee darstellen. Addieren wir diese drei Ausdrücke, so erhalten wir 
4aU. Das zweite ist also =U, und 


2 
(162) 


Ist das Elektron speziell eine homogen geladene Kugel vom 
Radius A, so ergibt sich: 


1 e? 
wo e die gesamte Ladung bedeutet. ra har 


: Dieser Ausdruck stimmt mit dem von allen anderen 
Theorien gegebenen Werte iiberein.') 


1) Vgl. z.B. M. Abraham, Theorie d. Elektrizität 2. 2, Aufl. p. 179, 
Formel (117e). Dort ist eine andere Einheit zugrunde gelegt; unsere 


Formel (163) geht in die Abrahamsche _ 
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Ist die Bewegung nicht mehr quasistationär, so hat man 
den allgemeinen Ausdruck (153) für u zu benutzen. Man 
wird dann mw nach Potenzen von 5 entwickeln: 


Wir beweisen nun, daß der Koeffizient u, von 5 gleich Null 
it. Man findet nämlich für ihn folgenden Ausdruck: 


1 +(E- 59 


Da nun die Ladung des Elektrons in konzentrischen Schichten 

verteilt ist, so entspricht jedem Wertsystem &, „,&; & 7, & 

ein anderes —&, 7, £; —&, 7, £, für das der Integrand den 

entgegengesetzten Wert annimmt. Folglich ist u, = 0. 
Ferner findet man: 


_ E)2 r2 2 E 


(165) 


Dieser Wert ist auBerordentlich klein gegeniiber dem Werte 
von w,; denn während dieser für abnehmenden Radius % des 
Elektrons gegen unendlich konvergiert, konvergiert u, wie A 
gegen Null. Ferner hat u, die sechste Potenz der Licht- 
geschwindigkeit im Nenner. Wir können daher nom 

In der Reihe fur die Ruhmasse 


(166) t+ +... 
ist der Koeffizient von u, gegen u, so außerordentlich klein, daß 


bereits das in der Beschleunigung quadratische Glied in keinem 


Falle bei irgend einer Beobachtung merklich werden kann. 


Demnach kann man die Ruhmasse in allen praktischen Fälln 


als Konstante ansehen. Ihr Wert ist durch den Ausdruck (162) 
für u, gegeben. 


Damit sind die Grundzüge der Dynamik des geradlinig gi 


bewegten Elektrons auf elektromagnetischer Basis gegeben. 
Natürlich erweitert sich der Gültigkeitsbereich der Theorie 
sofort durch die Überlegung, daß sich den geradlinigen Be- 


wegungen irgend eine gleichförmige Translation in beliebiger 


3 
10 
rs 
0, 
| | 
| 
2 
ie 
4 
i 
vir 
nd 
2 
g: 
ym 
ä | 
q 
19, = 
re 
aye 


74 Richtung superponieren läßt; denn das läuft ja nur auf den 
ee “ Übergang von einem Koordinatensystem zu einem anderen 
a mit Hilfe einer Lorentztransformation hinaus, wobei unsere 
_ Bewegungsgleichungen invariant sind. Die Theorie umfapt 
daher die Ablenkung der Elektronen durch elektrische Felder, die 
irgend eine Richtung zu ihrer Geschwindigkeit haben und örtlich 
und zeitlich nicht. zu rapide wechseln. Dagegen güt sie nicht 
unmittelbar für die magnetische Ablenkung; doch erkennt man 
leicht, daß für quasistationäre Bewegungen auch die magne- 
tische Ablenkung von der Theorie wiedergegeben wird. 


ars 56 E M Born. Theorie des starren Elektrons usw. 


(Eingegangen 13. Juni 1909). 
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2. Der Lichtdruck — 


von P. Debye. 
(Auszug aus der Münchener Dissertation.) 


Die hohe Bedeutung, die die Tatsache des Lichtdruckes 


neuerdings gewonnen hat, in der allgemeinen Physik für die 
Theorie der Strahlung, sowie in der kosmischen Physik für 
die Arrheniussche Theorie der Kometenschweife, legt es 


vorkommenden Fällen auch zahlenmäßig durchzuführen. Die 
Bedürfnisse der Strahlungstheorie wurden schon vollständig 


nahe, die Berechnung des Lichtdruckes in den verschiedenen = 


befriedigt durch die Behandlung des Lichtdruckes bei einem 
vollkommen reflektierenden, ebenen Spiegel, wie diese seit 


Maxwell bekannt und neuerdings von M. Abraham auch 
für bewegte Spiegel geliefert wurde. Anders liegen die Ver- 


hältnisse in der kosmischen Physik. Arrhenius legte seiner 


Theorie der Kometenschweife!) ursprünglich eine Formel für 


den Lichtdruck zugrunde, wie man sie durch Verbindung der 


Prinzipien der geometrischen Optik mit den ol 


haben. Nun gelten aber die Gesetze der geo- 


metrischen Optik nur so weit, wie man die Dimensionen der 


Körper als sehr groß im Verhältnis zur Wellenlänge des Lichtes 


1) S. Arrhenius, Physik. Zeitschr. 2. p. 81 u. 97. 1901; vgl. auch: 
Das Werden der Welten, Leipzig 1907. p. 85u.f. ie 
Annalen der Physik. IV. Folge. 30. 
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betrachten kann; eine Anwendung der Arrheniusschen Formel 
Kee ant Kugeln, deren Durchmesser von der Größenordnung der 
Wellenlänge ist, muß deshalb als eine unberechtigte Extra- 
on polation angesehen werden. K. Schwarzschild’) berechnete 
deshalb strenge auf Grund der Maxwellschen Gleichungen für 
5 das elektromagnetische Feld den Lichtdruck fiir vollkommen 
reflektierende Kugeln von kleinem, mit der Wellenlänge ver- 
gleichbarem Durchmesser. Er zeigte, daß das obenerwähnte 
Verhältnis von Lichtdruck zu Gravitation für Kugeldurchmesser, 

die mit der auffallenden Wellenlänge vergleichbar sind, einen 
 Maximalwert erreicht, von dem aus es für noch kleinere Durch- 

_ messer schnell zu Null sinkt. Eine Überschlagsrechnung ergibt 

aber, daß, natürlich unter der wesentlichen Voraussetzung der 
vollkommenen Reflexion, dieses Maximum immerhin so groß 
ist, daß auf der Sonne der Lichtdruck die Gravitation um das 

_ Zwanzigfache überwiegt. Es ist jedoch von vornherein klar, 

daß diese Zahlenangaben Veränderungen erleiden werden, wenn 

die Teilchen das Licht teilweise absorbieren oder der Haupt- 

sache nach nur zerstreuen. Wir wollen deshalb im folgenden 
den Lichtdruck ausrechnen für den allgemeinsten Fall, daß 
dem Teilchenmaterial eine Dielektrizitätskonstante « und eine 
Leitfähigkeit o zukommt. Ein Bedenken, das man aufwerfen 
könnte, nämlich ob es gestattet sei, bei diesen kleinen Teilchen 

noch mit denselben Materialkonstanten zu rechnen, die man 

- an großen Stücken (natürlich bei der gleichen Wellenlänge 

der auffallenden Strahlung) beobachtet, findet seine Erwiderung 
besonders in einer neueren Arbeit von G. Mie?) „über die 

Farben kolloidaler Goldlösungen“. Dort wird an Hand der 
experimentell bekannten Tatsachen gezeigt, daß die Eigenart 

des von solchen Lösungen seitlich ausgestrahlten Lichtes erklärt 

werden kann, wenn man eben die Materialeigenschaften der 
suspendierten Teilchen durch die sonst bekannten Konstanten 
beschreibt. Die Teilchendurchmesser, die bei Mie in Betracht 
kommen, betragen schon nur mehr Bruchteile der Wellenlänge 

des äußersten violetten sichtbaren Lichtes, wir sind also wohl 


issensch. 31. p. 293. 1901. 


4 1) K. Schwarzschild, Sitzungsber. d. Kgl. Bayer. Akademie d. 
ow 
2) G. Mie, Ann. d. Phys. 25. p. 377. 108. ts” 
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berechtigt, die späteren Rechnungen ohne Bedenken auch noch 

auf so kleine Teilchen anzuwenden. Es ist aber klar, daß nach 
unten hin eine Grenze existieren wird, über die hinaus es sich — 

als notwendig zeigen wird, den Molekülbau in weniger a 
Weise zu berücksichtigen, als wie es durch zwei, wenn auch 
mit der Wellenlänge variabele, Konstanten möglich ist. 

Die Grundlage für das Folgende wird in üblicher Weise 
gebildet von den Maxwellschen Gleichungen des elektro- = 
magnetischen Feldes. Die Lösungen dieser Gleichungen "a 
Reihenform, wie sie für uns in Betracht kommen (vgl. $ 2), 
sind nicht neu. Mehrfach findet man sie schon in der Literatur 
vor, z. B. bei Clebsch!), Love?) usw. für die elastischen, bei 
J. J. Thomson’), Schwarzschild‘), Mie®) für die elektro- 
magnetischen Verhältnisse. Durch die Einführung zweier ge- 
eigneter Potentiale (§ 1 ff.) glaube ich indessen die Behandlung 
des elektromagnetischen Problems übersichtlicher wie sonst 
gestaltet zu haben. Der §5 des ersten Kapitels bringt eine 
Übersicht über die möglichen Eigenschwingungen von Kugeln, 
wobei auch solche, die nicht unendlich gut leiten, in Betracht 
gezogen werden. Im Anschluß an diesen Paragraphen lassen 

"sich die beiden vorher benutzten Potentiale dahin kennzeichnen, 
daß das erste den elektrischen Eigenschwingungen (d.h. den 
von wechselnden Ladungen der Kugeloberfläche begleiteten), 
das zweite den magnetischen (d. h. den ohne Aufladung der 2 
Kugeloberfläche erfolgenden) entspricht. 

Im zweiten Kapitel werden dann die Ausdrücke für die 
elektrischen und magnetischen Komponenten dazu benutzt, eine 
allgemeine Formel für den Lichtdruck auf Kugeln zu gewinnen, 
nachdem noch (in § 6) der Fall des ebenen Spiegels (wegen 
einiger Unstimmigkeiten in der vorhandenen Literatur) kurz 


ary 


1) Clebsch, Crelles Journ. 61. p. 195. 1864. 

2) A. E. H. Love, Lehrbuch d. Elastizität (Deutsch v. A. Timpe), 
Leipzig 1907, p. 320, wo sich auch einige weitere Literaturangaben zum 
elastischen Problem finden. 

3) J. J. Thomson, Recent Researches in Electricity and Magne- 
tism p. 361. 

4) K. Schwarzschild, 1. ce. 

5) G. Mie, l. c. Sonstige Literatur findet sich bei M. Abraham, 
Enz. d. math. Wissensch. V 18, Nr. 6c. a aie tise 
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ins Auge gefaßt wurde. Den Schluß dieses Kapitels bildet die 
Ableitung einer Formel für den Lichtdruck auf einen schwingen- 
den Dipol, welche in dem schon oben hervorgehobenen Grenzfall 
äußerst kleiner Kugeln (Moleküle) die Formeln des § 7 zu er- 


Das dritte Kapitel bringt in den vier ersten Paragraphen 
die numerische Diskussion der allgemeinen Lichtdruckformel 
für vollkommen reflektierende, zerstreuende und absorbierende 
Kugeln. Jn allen Fällen zeigt der Lichtdruck im Verhältnis zur 
 auffallenden Energie für einen gewissen Wert des Quotienten 
=  Kugelradius : Wellenlänge ein Maximum, das indessen niemals 
die Höhe des bei vollkommener Reflexion gefundenen erreicht. 
Zugleich wird in den betreffenden Paragraphen der Lichtdruck 
mit der Gravitation verglichen, wobei sich im allgemeinen sowohl 
für unendlich kleine wie für unendlich große Kugeln ein Über- 
wiegen der letzteren Wirkung ergibt und nur unter geeigneten 
Bedingungen für mittlere Kugeldurchmesser der Lichtdruck 
vorherrscht. Eine eigenartige Ausnahme bildet der Fall eines 
a Kugelmaterials mit mittlerem Absorptionskoeffizienten, für welchen 
das Verhältnis der beiden Wirkungen bei unendlich kleinen Kugeln 
einer endlichen Grenze zustrebt. 
; Bei der Ausführung der numerischen Rechnung zeigt sich 
insofern eine Schwierigkeit, als die allgemeine Formel für den 
_ Lichtdruck um so schlechter konvergiert, je größer das Ver- 
—haltnis Radius : Wellenlänge wird. Obwohl stets konvergent, 
7 ist die Reihe schon für verhiltnismaBig kleine Werte des 
a e eben erwähnten Verhältnisses umständlich zu berechnen, während 


. ins Auge gefaßt wird, können behoben werden unter Benutzung 
gewisser semikonvergenter Entwickelungen, welche die in der 
Reihe auftretenden Zylinderfunktionen asymptotisch darstellen 
2 für sehr große Werte des Arguments und beliebige Werte des 
hee Index.’) Mit ihrer Hilfe gelingt es, in § 14 und § 15 auch 
ae den optischen Grenzfall von der allgemeinen Formel aus zu 


1) Vgl. die demnächst in den Math. Ann. erscheinende diesbezüg- 
liche Abhandlung. Soweit die Formeln für die jetzigen Zwecke in Be- 
tracht kommen, sind sie in § 14 zusammengestellt... 
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behandeln. Auch sonst sind die obengenannten Entwickelungen 
nützlich; sie bilden z. B. die Grundlage für eine strenge Theorie 


der Beugung des Lichtes an Kugeln und Zylindern (Regen- _ ae: 


bogen, MaterialeinfluB), wie ich in der nächsten Zeit noch 
näher ausführen will.) 

Im letzten § 16 wird schließlich noch mit Rücksicht auf 
die $5 behandelten Eigenschwingungen untersucht, inwieweit 
das charakteristische Maximum der Lichtdruckkurven als Re- 
sonanzphänomen aufgefaßt werden kann. 

Erstes Kapitel. 


Bestimmung des elektromagnetischen Feldes. 


§1. Grundgleichungen und Darstellung der Feldstärken VO 
skalarer Potentiale. 


Indem wir rationelle Heavisidesche Einheiten zugrunde — 
legen und uns von vornherein spezialisieren auf zeitlich peri- 
odische Zustände von der Periodenzahl w in 2 sec., lauten die 
Maxwellschen Gleichungen für die 
elektrische Feldstärke) x 
und die magnetische § = R[ He‘): 


see H=-—rotE, 
(I) a é@ 

| +2) rot H. 
Hierin bedeutet weiter u die Permea- 
bilität, & die Dielektrizitätskonstante, 
o die Leitfähigkeit und ce die Licht- 
geschwindigkeit. 


1) Vgl. die vorläufige Mitteilung auf der Naturforscher-Versamm- — 


tint = 
/ 


lung in Köln: Physik. Zeitschr. 9. p- 775, oder Verhandl. der Deutsch. er 


Phys. Ges. 10. p. 741. 1908. 
2) R bedeutet hier und im folgenden stets, daB von der ein- u 


geklammerten Größe der reelle Teil zu nehmen st. 
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P. Debye. 
die Komponenten von H:durch P, ©, ® angedeutet werden, 
so gehen die Gleichungen (1) über in 


1 
R — —rsin oF), 


r sin & 


zer): 


(+ rsin — 


gin 


(7, P- 


rsin + 


= (xz P). 


Denkt man sich nun mit Mie!) den Zustand entstanden 
durch Übereinanderlagerung zweier anderen, dadurch charakte- 
risiert, daß beim ersten die zur Kugel normale r-Komponente P 
der magnetischen Kraft, beim zweiten die elektrische r-Kom- 
ponente 2 verschwindet, so kann man den weiteren Über- 
legungen eine sehr einfache Gestalt geben, indem man bemerkt, 
daß jedes dieser Teilfelder aus einem einzigen skalaren Potentiale 
ableitbar ist. Wir nennen das erste dieser Potentiale Z7,, das 
zweite ZI, und unterscheiden die zugehörigen F eldstärken 

durch dieselben Indizes. Für das erste Teilfeld wird jetzt die 
erste Gleichung des Systems (2a) befriedigt durch den Ansatz?) 
1 
rsind örög ’ 
u ‘Mit diesen Werten liefert dann die zweite Gleichung des 


~, =- 


und die dritte Gleichung desselben Systems De 
6, = ( or 
1) G. Mie, Ann. d. Phys. 25. p. 382. 1908. 
2) Zunächst legt diese Gleichung nur nahe, zu setzen 
1a 
es ist aber wegen des Folgenden bequem, statt V zu schreiben (dr 7/01). 
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Schließlich ergibt die erste Gleichung des Systems (2b) für oe as se 


die radiale elektrische Komponente: 


1 a é 1 


Soll nun der Ansatz mit unserem ganzen System (2) ver- 


träglich sein, so müssen die beiden letzten noch unbenutzten 
Gleichungen des Systems (2a) dieselbe Differentialgleichung für 
das Potential ZZ, liefern. Letzteres ist tatsächlich der Fall, 
man erhält nämlich aus ren dieser beiden: 


1 ö 


1 


2 
r?sind ath 2, 


oder auch 

(3) + TT, =0 

mit der Abkürzung: Annie 


(4) 


sich die Formel für die elektrische radiale Kompesiube noch 


vereinfachen zu: 
0? 


R = +4rIL, 
so daß wir zusammenfassend die hier betrachteten Feldstärken 
aus /7, ableiten können, mittels des glg 


av hiw seven 


uoed call 
rind 
1 Ori, 


(6) 


= 


Für das zweite Teilfeld, bei dem die radiale elektrische Zr Er 


Komponente verschwindet, gelten analoge Überlegungen. Be- 
denkt man, daß unsere Grundgleichungen (2) unverändert bleiben, 


P 
e 
n 
| | 
2 
ı 
4 =, 
2 
(5) resin? Orda 
P, 0, 


wir! 


wenn man die elektrischen Komponenten mit den entsprechenden 
magnetischen vertauscht und zu gleicher Zeit iew/c+ o/c 
durch —i(u@)/c und umgekehrt ersetzt, so erhält man ohne 
weiteres das Resultat: 
Definiert man ein Potential 77, durch die Gleichung: 


(3°) A IT, k? II, = 0, 


so kénnen daraus die Komponenten des zweiten Teilfeldes ab- 
geleitet werden durch Benutzung der folgenden Formeln: 


0 ’ wi ths 
_ tuo 1 Ori, 
er OF 


‘Die Definitionsgleichungen (3) und (3) der beiden Potentiale 
stimmen überein, so daß man sich nur mit den Lésungen der 
einen Gleichung (3) zu beschäftigen hat. 


§ 2. Die Lösungen der Gleichung für das Potential JZ. 


Lassen wir vorläufig die Indizes weg, so lautet unsere 


Grundgleichung (3) für IT: 
en Br 


AT+RI=0. 
Man kann hier nun den gewöhnlichen Weg einschlagen 


und (3) lösen durch das Produkt dreier Funktionen, von denen 


jede nur von einer Koordinate abhängt. @ 
Schreibt man z. B. 


IT = f(r) 


80 ‚erhält man für diese drei die 
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1 d 


d? 3 
+f, =0, 


wobei die Konstanten n(n+ 1) und » zunächst beliebig sind. - 


Die Bedingung, daß f, sowohl wie /, auf einer Kugelfläche 


eindeutig und endlich sein soll, hat dann bekanntlich zur Folge, _ an Br 


daß n und » beide ganzzahlig angenommen werden müssen. 


Die Lösungen der Gleichungen (7) bis (9) sind bekannte ne 


Funktionen; es ist nämlich 


n+1/,(h r) ’ 


wo C,4:,(kr) eine Zylinderfunktion mit dem Index n +} be- 2% 


deutet; Gleichung (8) definiert die »* Zugeordnete der Kugel- 


funktionen nt" Ordnung, während (9) die einfach periodischen a 7 ; 


Funktionen zur Lösung hat. 

Wir wollen jetzt noch ganz kurz einige Reihenentwicke- 
lungen fir unsere Funktionen zusammenschreiben, welche wir 
in den späteren Paragraphen benutzen werden. 

Die Lösungen von (7) können in zwei verschiedenen 
Formen auftreten, einmal als Potenzreihen, die vom singulären 
Punkt Ar = 0 aus entwickelt sind, nämlich!) 


kr 
(hr) 
2 
iss 
1.8...(2n+1) 


2 
2 


1) Vgl. für die Reihenentwickelungen der Zylinderfunktionen 


A = 
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N Nleisen, Handbuch d. inheorie d. 4y linderfunktionen, Leipzig 1904. i 1 


ak «tie “> ae 
rh =(— 


2 


++... 


2 2 


wobei die Funktionen J die gewöhnlichen Besselschen Funk- 
tionen mit dem Argument n +4, bzw. — sind. 

j Eine zweite Art der Entwickelung für r/, erhält man, 
indem man vom Punkte kr = oo ausgeht. Diese ist für den 
hier vorliegenden Fall nicht wie sonst semikonvergent, sondern 
bekanntlich genau richtig, weil die betreffenden Reihen endlich 
sind. Die beiden Partikularlösungen lauten 


p=n 
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p! 
= | P 


eur 


(n — 1) n(n + 1)(n + 2) 
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it ; 1 


2kr 1! borer 
+ 1) (nm +2) 
Die Zeichen 7! und H? bedeuten dabei die beiden Hankel- 
schen Zylinderfunktionen, die mit den vorher benutzten Bessel- 
schen Zylinderfunktionen J mittels der Formeln: 


= - (eier), (@) —J_, (2), 


(kr) = 


(14) 
(t)=-—— J —d_, (z)) 


sın a 70 
woraus sich für unsere Funktionen w,, &, ergibt: 


Weiterhin werden wir noch die Zusammenhangsformeln he- — 
nutzen für die zu verschiedenen Werten von n gehörigen Funk- 
tionen. Diese lauten, wie man z. B. ohne weiteres aus den ent- 
sprechenden Formeln für die Zylinderfunktionen ableiten kann: 


hy Na 


14) 


und gelten Bekanntlich nicht allein für w,, sondern für ede 

beliebige Lösung von (7) (insbesondere für y,, 7,, &,)- ai 
Von den verschiedenen möglichen Lösungen von (8) werden 

wir nur die zu »—= 1 gehörigen ersten Zugeordneten P,!(cos9) _ 

im folgenden brauchen. Diese sind bekanntlich aus "den ge- 

wöhnlichen zonalen Kugelfunktionen P,° (cos #) ableitbar mittels 

der Formel?); 


1) Für die Reihenentwickelungen usw. der Kugelfunktionen vgl. 

E. Heine, Handbuch der Kugelfnnktionen, Berlin 1878. Wir setzten 
indessen mit F. Neumann rane 

P,” (cos $) = sin ¢ —————_- P, (6089). vob 


d so 


Heineschen durch einen konstanten Faktor. Man vgl. such Ene. d. 
math. Wiss., Art. Wangerin II. A. 10., p. 711. 
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(16) (cos #) = — P,°(cos 9) 


n 


und kénnen u. a. definiert werden durch die endliche Reihe 
(2n)!sind —1)(m—2) n—3 

2". n!(n —1)! [eos 2(2n—1) come 

(n — 1)(m — 2) (m — 3) (n — 4) 
2.4.(2m—1)(2n—8) 


cos” 5 F#—.. 


Schließlich gilt noch die fundamentale Integralrelation: 


x 0 
18) f P,' (cos #) P,!(cos #) sin F dt = | 9 n(n+1) 
0 


$ 3. Die Grenzbedingungen und die Potentiale J/,°, J/,° der 
. einfallenden Welle. 


Nach den Maxwellschen Gleichungen (1) verlangen die 
Grenzbedingungen die Stetigkeit der tangentialen Kraftkom- 
ponenten an jeder Trennungsfläche zweier Medien. In unserem 
Falle ist das eine Medium der Äther (¢ =» =1, o = 0), das 
zweite eine Kugel vom Radius a aus beliebigem Material; für 


r =a soll also id 


wenn der Index i die Feldkomponenten im Innern und der 
Index a dieselbe auBerhalb der Kugel andeutet. 

Man denke sich jetzt die ungestörte einfallende Welle dar- 
gestellt durch zwei Potentiale 77° und 7Z,*, ebenso definiert wie 
die Potentiale 77, und /Z,, dann wird das ganze äußere Feld 
(einfallende + reflektierte Wellensysteme) abgeleitet werden 
können aus Potentialen von der Form und I7,°+ 
während das innere Feld (gebrochene Wellensysteme) sich er- 
gibt aus zwei anderen Funktionen 77,‘ und 7Z,'. Mittels dieser 
Potentiale schreiben sich jetzt die Grenzbedingungen sehr ein- 
fach. Betrachtet man zunächst nur das aus den Potentialen 
mit dem Index 1 abzuleitende Feld, so folgt aus der Stetig- 
keit der elektrischen Tangentialkomponenten 7, und 7, unter 
Berücksichtigung von (5) ohne weiteres die Stetigkeit der Ab- 
leitungen unserer Verbindungen r /Z, genommen nach der Kugel- 
normale. Ebenso schließt man aus der Stetigkeit der tangen- 
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tialen magnetischen Komponenten ©, und ®, auf die Stetig- 


keit der mit den zugehörigen Konstanten @ew/c+a/e) multi- 


plizierten Potentiale. Schreibt man zur Abkürzung 


so erhält man also in Formeln: BETT 
II ®) = 
| + = Ih‘ 


(20) fir r=a. = 


In gleicher Weise erhält man für die Potentiale 77, unter Be- _ 
nutzung der Gleichungen (5’) die Grenzbedingungen 


» 
+ = 


wobei gesetzt wurde 


(22) %, = ( 
Die hier eingeführten Abkürzungen x hängen mit den Kon- Er 
stanten k (vgl. (4)) zusammen mittels der Formeln 


a a 
= 0, 


Ist das äußere Medium der freie Äther (was wir stets voraus- _ 
setzen wollen), so hat man übrigens einfach: koapsipkeh 


1 e 


Als einfallende Welle denken wir uns jetzt eine ebene, 
polarisierte, in Richtung der negativen z-Achse fortschreitende = es 
Welle, deren elektrische Komponente die Amplitude 1 hat und vi 
in der z-Richtung gerichtet ist (vgl. Fig. 1); diese Welle besitzt 
dann die zwei Feldkomponenten: 

= ikaz piwt —pikaz piwt 
(23) H =R[-eitreiot], 
wobei, da die Welle im freien Äther verläuft: 
EL 
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Debye. 
In den 7,%,q-Koordinaten und den entsprechenden Kraft. 


komponenten ist die Welle also, wie leicht aus Fig. 1 ersicht- 
lich, dargestellt durch 


R,= sin P, =— gin Fsin gy, 
(24) 9 Z, = cos Fcosp; O, =— cos F sin 


e e 
PF, = — eikarcos® gin @ ; |, = — etkar cos? cos, 


Um die beiden vorher erwähnten zu dieser Welle gehörigen 
Potentiale IZ,° und IZ,‘ zu bestimmen, kann man von irgend 
zweien der soeben angsschriebenen Komponenten R,...®, 
und ihren nach (5), bzw. (5’) gebildeten Ausdrücken durch 
TI und II,‘ ausgehen. Am bequemsten ist es offenbar, die 
radialen Komponenten zu benutzen; aus der ersten Gleichung 
von (5) erhält man dann mit Rücksicht auf (24): 
1 eikarcosd 1379493 ‘@ 


: 
ri, sin & 


ebenso findet man aus der ersten Gleichung von (5’) und dem 


in (24) angegebenen Wert von 2, oa 
1 eikarcosd 


r =— sing. 


kr? sind 
Man bestätigt leicht, daß J7,* und J/,* Potentiale der in § 2 
definierten Art sind: sie befriedigen beide Differentialgleichung (3), 
und ihre Ableitungen, im Sinne der Gleichungen (5) und ($) 
genommen, geben tatsächlich sämtliche in (24) angegebenen 
Komponenten unserer einfallenden Welle. Indessen kann man 
sich leicht überzeugen, daß die Potentiale 77,° und /Z,° durch 
die Angabe der Komponenten des elektromagnetischen Feldes 
nicht vollständig bestimmt sind, vielmehr kann man noch ge- 
wisse Bestandteile hinzufügen von der Form 


A(p,9)ei*" + 
die aber dann natürlich so gewählt werden müssen, daß sie 
keinen Einfluß auf die aus den Potentialen durch Differentiation 


gewonnenen Werte der Feldstärken haben. Für die folgenden 
Entwickelungen empfiehlt es sich, von dieser Willkür Gebrauch 
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zu machen, so daß r IZ,* sowie r IZ,® nicht mehr für 4 = 
unendlich werden und die sic 
möglichst einfach gestalten. Eine genauere Durchrechnun 
zeigt, daß man dazu am besten setzt: 
eikarcosd eikar 1 r 

eikarcos eikar 1 


cos p 


26’) r =— met 


keg? 


des $3 in Form einer nach Produkten von Zylinder- und Kugel- _ 
funktionen fortschreitenden Reihe angesetzt werden soll, wollen 7 
wir zunächst unsere Potentiale /7® in eine solche Reihe ent- 


wickeln. Wir verfahren gerade so wie soeben, indem wir zu- SR za 


nächst eine solche Entwickelung für R, bzw. P, angeben, aus = 


der die gesuchte für /7° durch Integration unmittelbar — 
Nach Heine!) gilt: 


n=00 


woraus man durch Differentiation nach 9 und Multiplikation 
mit —cosp/ik,r für R, erhält: 


Trägt man jetzt auf der rechten Seite von (25) diese Reihen- 
entwickelung für #, ein und setzt für /Z,° eine analoge Reihen- 
entwickelung mit unbestimmten Koeffizienten an, so erhält man 
unter Berücksichtigung der Differentialgleichung (7) für w 
ohne weiteres: 


n=00 


2n+1 
r IL’ = > w,, (k, 7) P,' (cos #)cosg. 


Analog gilt für das Potential des zweiten Teilfeldes: 


n=00 


1 2n+1 1 
(28') P,' (cos #) sing . 


n=1 
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Die in (28) und (28’) auftretenden Summen werden durch die 
rechten Seiten von (26) und (26’) summiert. 


§ 4. Die schlieBliche Form der Potentiale JZ, und IZ,. 


"Zunächst wollen wir uns auf die Betrachtung nur eines 
der beiden Teilfelder beschränken, die Resultate sind dann 
mit geringer Änderung auf das zweite übertragbar. 

Setzt man an: fe 

n= 00 
(29) r IL: = P.! (cos #) cos p 


n=1 


st n=00 
(30) ite B,) w, (4,7) P,'(cos cos y, 
n=1 


wobei A, und B,! verfügbare Konstanten, ¢, und w, die 
definierten Funktionen bedeuten und 

gesetzt ist, so genügen diese Ausdrücke beide der Differential- 
gleichung (3) für 77. Weiter befriedigt 7, die Bedingung, 
nur divergierende nach dem Unendlichen hin forteilende Wellen 
zu geben (vgl. Formel (13)), während 77,‘ der Bedingung der 
Endlichkeit der Feldkomponenten im Innern der Kugel vom 
Radius a genügt (vgl. Formel (10)). Setzt man die Ausdrücke (29) 
und (30) nebst der im vorigen Paragraphen für r IZ,‘ au 
gegebenen Reihenentwickelung in die Grenzbedingungen (20) 
ein, so erhält man für die Konstanten A,’ und B,'! die Glei- 
chungen: 

2n+1 


«) = x,' (4, @)B,', 


“CR +2 


2n+1 , 1 


Fir A,' und B,! bekommt man demnach explizite: 


2n+1 Walkaa) kin (k;a)— a) xi Yn 
n(n+1) 4% Cp (hg) ki Wn’ (hist) — ka In (Ka @) Wr (k, a)’ 


(33) 
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womit nach (5) und (5’) das erste Teilfeld vollständig be- 
stimmt ist. 

Man ersieht ohne weiteres aus dem Vergleich von (28) 
mit (28°) und (20) mit (21), daß der Ansatz 


n=0o 


n=0 

für das zweite Teilfeld wieder alle Oberflächenbedingungen er- 

füllt, wenn man A,? und B,? definiert durch die aus (33) bei 
Vertauschung von x,* bzw. x,‘ mit x,* bzw. x,' entstehenden 
Formeln. Somit ist nun auch das zweite Teilfeld vollständig 
bestimmt. 


§ 5. Die Eigenschwingungen der Kugel. 


Da die Eigenschwingungen von Kugeln an sich nicht ohne 
Interesse sind und sie auch für das Verständnis der später 
anzugebenden Formel für den Lichtdruck mit Nutzen heran- 
gezogen werden können, wollen wir in diesem Paragraphen die 
Werte für Eigenschwingungszahl und Dämpfung aus unseren 
Formeln berechnen. 

Geht man wieder aus von den Potentialen JZ, und JJ, in 
der Form des vorigen Paragraphen und verlangt fiir diese solche 
den Grundgleichungen und Oberflächenbedingungen genügenden 
Darstellungen, die auch ohne äußere Anregung bestehen können, 
so erhält man z. B. zur Bestimmung der Konstanten A,! und 
B,! Gleichungen, die aus (32) hervorgehen, indem man das 
zweite Glied der linken Seite Null setzt. Ein von Null ver- 
schiedener Wert für diese Konstanten ist also nur möglich, we 
wenn die Determinante des so erhaltenen 


verschwindet in Formel: 


Ebenso findet man, daß eine, einem einzelnen Gliede von IT, 
entsprechende, un ohne Anregung möglich ist, wenn 


(34) Ka (kaa) _ kıyn (hea) 


Annalen der Physik. IV. Folge. 30. 6 


(34') ka In (ka @) kes Wn! (kia) 
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_ Nehmen wir nun an, daß die Permeabilität „= 1 gesetzt 
= werden kann, wie solches bei einigermaBen schnellen Schwin- 


gungen zutrifft, und 
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BO 


p wenn noch gesetzt wird: 


‘ 


Ihrem Zusammenhang mit dem ersten Potential entsprechend 
definiert (37) Schwingungen, bei denen die radiale magnetische 
Feldstärke überall verschwindet, während die radiale elektrische 
Komponente vorhanden ist, so daß an der Oberfläche der Kugel 
elektrische Ladungen auftreten können. Deshalb wollen wir 
fürderhin diejenigen Schwingungen, für welche (37) erfüllt ist, 
die „elektrischen Eigenschwingungen“ der Kugel nennen. Im 
Gegensatz zu diesen stehen die „magnetischen Eigenschwin- 
gungen“, bei denen o durch (37°) bestimmt wird und im ganzen 
Raume die radiale elektrische Komponente verschwindet. 

d In dem schon von J. J. Thomson!) behandelten Grenz- 

N= oo (vollkommen reflektierende Kugel) werden die 
beiden fir o einfach 


= 0. 


1) J. J. Thomson, Lond. math. Soc. Proc. 15. p. 197. 1884; Recent 
_ researches. p. 361. Zur Frage der Darstellung des zeitlichen Verlaufes 
- einer beliebigen anfänglichen Störung mittels der, den anzugebenden 
_ Wurzeln entsprechenden Funktionen, vgl. A. E. H. Love; Lond. math. 
Soc. (2) 2. p. 88. 1904. een 


: a 
= e 
_ V 
(88) 
und es bedeutet daher (in der gewöhnlichen Bezeichnungs- = 
eo _ weise) N den komplexen Brechungsexponenten, » bzw. x den 
u ae gewöhnlichen Brechungsexponenten bzw. Absorptionsindex. = 
Unter Anwendung der Abkürzung N schreiben sich die Glei- 
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Setzt man nun für ¢ die (endliche) Reihenentwickelung (13). 
ein, so werden die Wurzeln von (89) bestimmt durch eine 
algebraische Gleichung vom Grade n + 1, die von (39) durch 
eine algebraische Gleichung vom Grade n. Die eo 
Wurzeln fir n=1, 2,3 sind in der folgenden Tabelle zu- 
sammengetellt. 

‚Tabelle 


— 0,50 + 0,86 
= tqa= -1 
9 0,50 — i 0,86 fy 


— 1,60 — 1,50 +i 0,86 
|= 910 + ~ (= 1,50 — 0,86 who 
— 0,70 — 1,81 
— 2,17 + 10,87 
— 2,17 — i 0,87 
~)— 0,83 + ¢ 2,77 
— 0,88 — i 2,77 


(37) und (37) noch dazu benutzen, o in zweiter Näherung zu 
bestimmen für den Fall, daß N sehr groß gegen 1 ist. Dazu 
setzen wir 0=0,-+ 49, und verstehen unter g=g, eine 
Wurzel der Gleichung (39) bzw. (39). Beschäftigen wir uns — 
zunächst nur mit den elektrischen Eigenschwingungen, so er- _ 
gibt sich für Ao, die Bestimmungsgleichung 


1 Wn’ (N Qo) (Qo) 
40 
(40) A = (Now) ER) 


Ersetzt man nun nach der für ¢, den 


Quotienten durch den Ausdruck und sub- 


stituiert für die Funktionen w, bzw. w,’ ihre Näherungen für 
große Werte des Arguments, so erhält man schließlich: 


1 
(41) ED {No — 


Ist beispielsweise N = » (vgl. (36)) rein reell, wie das bei einer 2 u 
dielektrischen Kugel zutrifft, so hat man in zweiter Niherung = 


4 | 
at 
ne 
= 
he eiterhin wollen wir die allgemeingültigen Gleichungen 
ne 
el er | 
ir | 
| 
it, | 
m | 
— 
al 
fes <3 
en 
th. 


P. Debye. 


76 


fiir große Werte von » bei der ersten elektrischen Eigen- 
schwingung (ie, = vgl. Tab. I): 


3), 
io= 


| — 0,50 — 10,86 (1-2). 


_ Bei einer dielektrischen Kugel bedeutet also eine Erniedrigung 
_ des Brechungsexponenten » eine Verlängerung der Schwingungs- 
dauer, während die Dämpfungskonstante ungeändert bleibt, 
solange wenigstens » selbst groß ist. 

Durch das Vorhergehende ist indessen die Zahl der Wurzeln 
nicht erschöpft. Neben den vorher betrachteten aus den Werten 
der Tab. I stetig herauswachsenden sind nämlich auch noch 
solche Wurzeln zu betrachten, die bei großem N in der Nähe 
des Punktes o = 0 liegen, und für welche das Produkt No 
eine endliche Zahl ist.!) Schreibt man nämlich (37) in der Form 


(42) (N 0) = Wn No) (9) 


* (@) | 
vas und bedenkt, daß nach § 2 für kleine Werte von o: 5 


so erhält man in der Grenze für o= 0 aus (42) die Be- 
dingungsgleichung 


1 New, (No) 
(42) (No) =— 


Für große Werte von N kann man statt dessen in erster 


Näherung auch schreiben 
(43) 


Letztere Gleichung hat bekanntlich, ebenso wie die gewöhnliche 

Besselsche Funktion mit ganzzahligem Index unendlich viele 

reelle Wurzeln. Asymptotisch fallen diese zusammen mit den 
der Funktion 


cos — F(n + 1}, 4 


wenn zur Abkürzung No = x gesetzt wird. 


1) In der Literatur scheinen diese Wurzeln bisher übersehen zu sein. 
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a Der Verlauf der w-Funktion ist für kleine Werte des 
Arguments aus Fig. 3, p. 106 zu ersehen; die Werte der kleinsten 
Wurzeln fiir x = 0, 1, 2, 3, 4,5 sind in der folgenden Tabelle 
enthalten, sie wurden ohne weiteres aus der Figur entnommen. 


Wurzeln von w, (x) = 0. 
ing 
gs- n=3 | n=4 


eln 
ten 
och 


* Bezeichnen wir die p* Wurzel von y,(z) mit x, ,, so erhält 


Ne man in zweiter Näherung aus (42): 


N N n 
Die zu diesen Wurzeln gehörigen Kigenschwingungen sind eu 
hiernach ungedämpft, wenn die betreffende Kugel nicht ab- 
sorbiert. Lassen sich andererseits die Materialeigenschaften 
Be- durch die Leitfähigkeit o allein beschreiben, und ist in (36) 
die Dielektrizitätskonstante & zu vernachlässigen neben o/w, 80 
erhält man unter Benutzung von (36) für © in erster Näherung: 
Die betreffenden Schwingungen sind in diesem Falle also 
aperiodisch gedämpft; während die Dämpfung um so kleiner 
chs wird, je größer die Leitfähigkeit ist. 
‘ele Überlegungen analog zu den obigen führen auch für die 
dus magnetischen Schwingungen zu unendlich vielen Eigenwerten, 
welche in erster Näherung bestimmt werden durch die Gleichung: 
Ya (N g) et nd Fark 


und neben den in der zweiten Spalte der Tab. I angegebenen 


existieren können. Die kleinsten aus (45) für y = No folgen- 
sein. den Werte finden sich in der folgenden Tabelle. man, 


- 


>. 
1: 
Pane 
2 
n= 5 7 F 
Qu | 9,1 10,3 | = 
4 


Auch diese Werte wurden ebenso wie die der Tab. Il 

aus einer Figur entnommen, in der sowohl w,/w, wie n/y 

als Funktion von y aufgetragen waren. Für jedes n gibt es 


M4 wieder unendlich viele Wurzeln, welche asymptotisch immer 
näher an die Wurzeln der Gleichung Pa: 1 


n And 

| te{y— =0 
heranriicken. 
Schließlich erübrigt es noch, die Wurzeln unserer Grund- 
gleichungen (37) und (37’) zu bestimmen fiir den zweiten Grenz- 


7 fall, daß das Kugelmaterial wenig vom freien Äther verschieden 
ist, dh N—1<<1T, wobei N=» als reell angenommen 


werden möge. Ist » = 1, so haben (37) und (37) keine Wurzeln, 
da bekanntlich 
CW, — w, = konst., 


wobei für diese Funktionen die Konstante den Wert 7 hat. 
Wenn » nur wenig von 1 verschieden ist, so führt, wie die 
Rechnung zeigt, die Annahme |o|> >1 zum Ziel. Ersetzt man 
nämlich unter dieser Voraussetzung in (37) die Funktionen y, 
und £, durch ihre asymptotischen Näherungswerte, so erhält 
man die Gleichung: 


(46) tg Ivo - = ir. 


Setzt man noch vorübergehend 


in n=0 n=1 = = 
= | n=2 n=3 n=4 | n=5 | 
| 
| 
| 
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wobei 5> >1 anzunehmen ist, so hat man (in zweiter Näherung): 
tg {vo — (nt 1} = ill 

Zur Bestimmung von (a+i4) gilt also nach (46) die 
Gleichung: 

(48) — _ 

so daß man erhält: y 

1 1 2 
a=(2p+1),: b = = log-——> 


wobei p eine beliebig zu wählende ganze Zahl bedeutet. Für 
unsere Größe o erhalten wir hieraus schließlich: 

nm 1 a 2 
(49) =(2p+n+ 2)>— +5,18. | 
Für die magnetischen Eigenschwingungen ergibt (37) in dem- 
selben Grenzfall (v1) für o die Werte: 
2 


| a 
Beide Schwingungstypen sind also um so stärker gedämpft, 


je näher » an 1 heranrückt. | 


Zweites Kapitel. eig 

Allgemeine Berechnung des Lichtdruckes. 
§ 6. Die Grundlagen der Rechnung. 2 


Auf die Zristenz einer mechanischen Kraft, angreifend 
an einem von Lichtwellen getroffenen Körper, wurde von zwei 
ganz verschiedenen Seiten geschlossen. J. C. Maxwell!) er- 
klärte ihr Vorhandensein auf Grund der nach seiner Theorie 
des elektromagnetischen Feldes im Äther vorhandenen Span- 
nungen; A. Bartoli?) dagegen nahm als Ausgangspunkt die 


1) J.C. Maxwell, Treatise on Electrieity and Magnetism, Oxford 
1881. 2. p. 401. Die benutzten Gleichungen für die Spannungen finden 
sich 1. p. 144 und 2. p. 253. 

2) Man vgl. die Übersetzung in Exners Repertorium der Physik 
21. p.198. 1885. Bartoli hatte die betreffenden Überlegungen schon 
in einer 8 Jahre früher erschienenen Denkschrift niedergelegt und wurde 
zu der erneuten Publikation veranlaßt durch eine Arbeit von H. T. Eddy 
mit dem Titel: „Radiant heat as an exeption of the second law of thermo- 
dynamics“ Proc. of Ohio Inst. Juli 1882, p. 105, die von L. Boltzmann 
referiert wurde in den Beibl. zu den Ann. d. Phys. p. 251. 1888. c 
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HR = beiden Grundsätze der mechanischen Wärmetheorie und zeigte, 
7 daß man ein Perpetuum mobile zweiter Art konstruieren könne, 
wenn eine solche Kraft nicht vorhanden wäre. Während nun 
das Verfahren Maxwells zugleich auch einen numerischen 
Wert für den Lichtdruck liefert, ist das mit der wärmetheo- 
retischen Methode nicht der Fall. Nach letzterer erhält man, 
wie besonders Boltzmann!) klar hervorhebt, nur eine Diffe- 
 rentialbeziehung zwischen dem Lichtdruck einerseits, Energie 
und Temperatur der schwarzen Strahlung andererseits. Sie 
ergibt also nur dann einen numerischen Wert für den Licht- 
druck, wenn das Strahlungsgesetz schon experimentell er- 
 mittelt ist. Bekanntlich gelang es Boltzmann?) auf dem 
umgekehrten Wege unter Benutzung des Maxwellschen Resul- 
tates das Stephansche Strahlungsgesetz®) theoretisch zu be- 
gründen. 
Nachdem es also klargestellt ist, daß eine Berechnung 
des Lichtdruckes nur auf Grund spezieller (elektrodynamischer) 
Prinzipien möglich ist, wollen wir zunächst den Gang der 
_ Rechnung etwas näher beleuchten. Will man sich möglichst 
wenig von den durch die Erfahrung zu kontrollierenden Tat- 
sachen entfernen, so ist es wohl am besten, die Äther- 
spannungen als reines Rechnungsresultat zu betrachten, statt 
sie wie Maxwell an die Spitze zu stellen. Vielmehr werden 
j 2 wir mit Lorentz den Ausdruck fiir die mechanische Kraft 
des elektromagnetischen Feldes als das Primäre ansehen und 
aus diesem die Ätherspannungen durch Umformung gewisser 
Volumenintegrale entstanden denken. Während aber Maxwell 
und H. Hertz*) neben der altbekannten mechanischen Wir- 
kung eines elektrischen bzw. magnetischen Feldes auf eine 
(im allgemeinen) bewegte Ladung noch eine analoge Wirkung 


1) L. Boltzmann, Wied. Ann. 22. p. 81. 1884 (Berichtigungen 
pP. 616); vgl. auch M. Planck, Theorie der Wärmestrahlung, Leipzig 
1906. § 60. p. 56. 

2) L. Boltzmann, Wied. Ann. 22. p. 291. 1884. 

8) J. Stephan, Wien. Ber. 79. p. 423. 1879. 

4) H. Hertz, Wied. Ann. 41. p. 389. 1890 oder ,,Untersuchungen 
über die Ausbreitung der elektrischen Kraft“, Leipzig 1882. p. 275. Eine 
kurze Darstellung findet sich bei H. A. Lorentz, Enc. d. math. Wiss. (V) 
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des magnetischen Feldes auf den Verschiebungsstrom und don z 
elektrischen Feldes auf den „magnetischen Strom“ einführen _ 


müssen, damit die Wirkung dieser Volumkräfte dasselbe Resultat 
liefert wie die Ätherspannungen, kennt die Elektronentheorie | 
nach H. A. Lorentz!) nur Kräfte, die auf die Materie bzw. 
auf die in ihr befindlichen Elektronen wirken. Nimmt man 
nun an, daß sich alle elektromagnetischen Erscheinungen in 
ponderabelen Körpern durch bewegte Ladungen erklären lassen, 
und setzt nach Lorentz für die auf die Ladungseinheit 
wirkende Kraft 
(» = Geschwindigkeit der Ladung), so erhält man für die ganze 
auf den betreffenden Körper wirkende Kraft zunächst das über 
diesen erstreckte Volumenintegral § = /fdS. Nun kann man 
aber offenbar ebensogut die Integration auf einen Raum er- 
weitern, der den fraglichen Kérper, aber sonst keine ponde- 
rabele Materie, sondern nur reinen Äther umfaßt; man erhält 
dann, indem man noch das Volumenintegral teilweise in ein 
Oberflächenintegral umwandelt?), das Resultat: Die mechanische 


Kraft auf den betreffenden Körper besteht aus zwei Teilen: 3 = 
1. der der Wirkung der Maxwellschen Spannungen Da : 


summiert über die Oberfläche des betrachteten Raumes, wobei 
n die nach außen gerichtete Einheitsnormale dieser Oberfläche 
bedeutet; 


2. der Wirkung einer Volumkraft vom Betrage 


1 dS 

1) ,,Versuch einer Theorie der elektrischen und optischen Erschei- 
nungen in bewegten Körpern“, p. 21 u. 24 des 1906 bei Teubner 
(Leipzig) erschienenen unveränderten Abdruckes der 1895 bei Brill 
(Leiden) gedruckten ursprünglichen Arbeit. Man vgl. auch Ene. d. math. 
Wiss. (V) 14. p. 161. 

2) Für die nähere Ausführung der Rechnung vgl. man =. Abraham » 
Theorie der Elektrizität 2. p. 28. Leipzig 1905. Un so ee 
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& Volumeneinheit, integriert über das ganze Innere des. 
a Raumes, wobei S den Poyntingschen Strahlungsvektor: 


S=c[E.H] 
bedeutet. 


=, Bei zeitlich periodischen Zuständen liefert das letztere 
_ Volumenintegral zum Werte der Kraft im Mittel der Zeit den 
_ Beitrag Null, so daß diese dann sowohl nach Lorentz wie 
nach Maxwell-Hertz aus den Spannungen & allein ableitbar 
ist. Wir werden demnach im folgenden die allgemeine Formel 
fir den Lichtdruck auf eine Kugel vom Radius a berechnen, 
indem wir die Spannung & über eine konzentrische Kugel 
_ gummieren, deren Radius wir ins Unendliche wachsen lassen 
werden, wodurch das Schlußresultat eine verhältnismäßig sehr 
übersichtliche Gestalt annimmt. Dabei dürfen wir uns, wie 
_ allgemein üblich, auf die Angabe des zeitlichen Mittelwertes 
der mechanischen Kraft beschränken und brauchen, wie aus 
Symmetriegründen hervorgeht, nur die Komponente derselben 
nach der Einfallsrichtung, also auch nur diese Komponente 
der Spannungen & zu berücksichtigen. 
Auch für einen ebenen Spiegel kann man die Berechnung 
dadurch vereinfachen, daß man die Integration in zwei Ebenen 
ausführt, welche genügend weit von seiner Oberfläche entfernt 
sind. Ist $ die pro Zeiteinheit senkrecht zur Fortpflanzungs- 
richtung von der einfallenden Welle geförderte Energie und 
setzt für die von der reflektierten bzw. durchgelassenen W 

mitgeführte Energie: 7 


8,=Ööß, 
wo o den Reflexionskoeffizienten bedeutet und Ö in entsprechen- 


Me Weise die Durchlässigkeit der Platte mißt, so erhält man 
für den zeitlichen Mittelwert des Lichtdruckes die Formel: 


+ — ö)cos?’p 


in Ubereinstimmung mit einem schon von Goldhammer ar- 
gegebenen Resultat. 
Ist der Spiegel dick genug, keine merkliche Strahlung 
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ee u Ss 1) D. A. Goldhammer, Ann. d. Phys. 4. p. 834. 1901. 
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Licht die schon von Maxwell!) angegebene und von Iapedew 
sowie Nichols und Hull?) zur Berechnung ihrer 
teilen Resultate benutzte Gleichung: 20th 
8 aly, 


Demgegenüber bemerkt Drude in der zweiten Auflage seines 
Lehrbuches der Optik®), daß diese Beziehung nur angenähert 
richtig sei und nur fir o=1 (vollkommene Reflexion) den 
betreffenden Wert des Lichtdrucks darstelle. Im Grenzfalle _ 
o=0 soll derselbe nicht wie oben gleich S/c, sondern nur 
gleich }S/e sein. Bei der hohen Bedeutung des Dru deschen 
Werkes und dem wohlbegründeten Einfluß desselben auf die 
Entwickelung der Wissenschaft ist es wohl richtig, die Ursache 
dieser vermeintlichen Abweichung aufzudecken. Verfolgt man 
den Gang der Drudeschen Rechnung etwas näher, so sieht 
man, daß die Nichtübereinstimmung darauf beruht, daß er 
zwar die von Maxwell und Hertz angenommene mechanische 
Kraft des magnetischen Feldes auf den Verschiebungsstrom, 
nicht dagegen die des elektrischen Feldes auf den magne- 
tischen Strom mit in Rechnung zieht, welche vom Maxwell- 
Hertzschen Standpunkt des auch auf den Äther übertragenen 
Reaktionsprinzipes mit der erstgenannten Wirkung gleich- 
berechtigt ist. Dem entspricht es, daß Drude für senkrecht — 
auffallendes Licht das Glied mit €? in (50) wegläßt. Im Falle — 
des schwarzen Spiegels (o = 0) folgt daraus, daß er nur die ~ 
Hälfte des hier angegebenen Lichtdruckes erhält. Dagegen 
versteht man, daß für einen vollkommen reflektierenden Spiegel 
an dessen Oberfläche € sowieso verschwindet, die Drudesche | 
Annahme auf den sonst bekannten und für die Strahlungs- _ 
theorie fundamentalen Wert des Lichtdruckes führen muß. + 
Es sei noch bemerkt, daß man, wenn die Formel uf _ 
einen Spiegel von endlichen Dimensionen angewendet wird, 


1) J.C. Maxwell, Treatise on Electricity and Magnetism, |. c. 

2) P. Lebedew, Ann. d. Phys. 6. p. 433. 1901. 

3) E. L. Nichols u. G. F. Hull, Ann. d. Phys. 12. p. 225. 1903, 
In den beiden zuletzt zitierten Arbeiten findet sich eine ausführlichere ir 
Zusammenstellung der betreffenden Literatur. 

4) P. Drude, Optik p. 477. Anm. 2. Leipzig 906. 
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7 Be genommen noch zwei Korrektionen einführen müßte, 
Einmal nämlich treten hier immer Beugungserscheinungen auf, 
andererseits dringt auch nach der geometrischen Optik Licht 
durch die seitliche Begrenzung des Spiegels hinaus, beides 
Ursachen, die kleine Abänderungen nötig machen würden. Ks 


u ist aber klar, daß für gewöhnliche Dimensionen des Spiegels 
und bei stark absorbierendem Material diese Korrektionen 


ganz unbeträchtlich sein werden. 
Schließlich sei noch bemerkt, daß sich theoretisch in einem 


durchstrahlten absorbierenden Gas Druckdifferenzen zeigen 


müssen. Diese sind zwar außerordentlich klein (von der Größen- 
ordnung 10”! Atm.), indessen gelang es Lebedew’), dieselben 
im Laufe des vorigen Sommers auch experimentell nachzu- 
weisen. Es möge dieses besonders hervorgehoben werden, da 
Arrhenius?) die Meinung ausspricht, daß ein solche Wirkung 
des Lichtes in Gasen überhaupt nicht vorhanden wäre. Die 
Wirkung folgt sowo!:l direkt aus den Grundgleichungen, wenn 
man den Lichtdruck in verschiedenen Schichten des absor- 
_ bierend gedachten Gases ausrechnet, wie auch anschaulicher 
durch molekulare Betrachtungen, wenn man die Moleküle in 
_ Anlehnung an 813 z. B. als schwingungsfähige Dipole be- 
trachtet. 


$ 7. Die allgemeine Formel für den Lichtdruck auf Kugeln 
von beliebigem Material. 


Nach den Erörterungen von $ 6 erhalten wir den Licht- 
druck auf unsere Kugel vom Radius a, indem wir die in Rich- 
tung der einfallenden Welle (nach unserer Annahme die z-Rich- 
tung) weisenden Komponenten der Maxwellschen Spannungen 
über eine beliebige den Körper umschließende Kugel sum- 

Charakterisieren wir nun wie in § 4 die zu der ein- 
fallenden Welle gehörigen Feldkomponenten durch den Index ¢, 
während die Komponenten des den Index 1 


1) Vgl. die vorläufige Mitteilung im Journ. d. russ. phys.-chem. 
Ges. 40. phys. Teil, p. 20. 1908, referiert in den Beibl. zu den Ann. d. 
Phys. 33. p. 160. 1909. 

2) S. Arrhenius, Das Werden der Welten p. 87. Leipzig 1907. 
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oder zweiten unserer Potentiale ZZ, oder ZZ,, so ergibt (50) 
des § 6 mit 
E, E,, 9 9, 
und 
H=H,= §, — §, sin 
für den momentanen Lichtdruck pro Flächeneinheit der Inte- 
grationskugel 

61) |-%,= (E, €,+ €, €+H,9,+9, 9,—€, €,—H, 9,) 

+ sin €,+9,9,), 


wenn wir die totalen Feldstärken ohne Index lassen und von sy 


vornherein das ohnehin bei der Bildung des wey Mittel- 


wertes verschwindende Volumenintegral über 5 ae nicht mit 
beriicksichtigen. 
Nach § 1 haben wir fiir die totalen elektrischen Kompo- 
nenten : 
= KA, + 
+ 
+A + 


und entsprechende Formeln für die magnetischen Komponenten. 
Um den fraglichen Lichtdruck auf unsere Kugel vom Radiusa 
zu erhalten, muß jetzt zunächst der zeitliche Mittelwert von 
(51) gebildet und dann dieser Mittelwert über die Kugel vom 
Radius r integriert werden. Das Resultat ist nur scheinbar 
von r abhängig, da ja unsere Kugel durch jede andere, ins- — 
besondere die unendlich große ersetzt werden kann. Letzterer 
Grenzübergang zu unendlich großem r liefert dann die schließ- 
liche Formel für den Lichtdruck. 
In großer Entfernung der Kugel werden die zerstreuten | 


Wellen rein transversal, ein Umstand, der beim Dipol wohl ie 


bekannt ist und damit soisemmvakhegts daB die radialen elek- 
trischen und magnetischen Feldstärken von höherer Ordnung 


1) Wir schreiben €, €,, €, €, usw. statt €,*,€,? usw., um Ver- 
wirrung vorzubeugen; letztere Zeichen bedeuten nämlich im folgenden ir" 


Feldkomponenten. Es sei übrigens noch bemerkt, daß weiterhin im vor- 
liegenden Paragraphen der Index a durchweg weggelassen ist, da wir es 
ausschließlich mit Komponenten des äußeren Feldes zu tun haben. 
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verschwinden, wie die übrigen. Dem entspricht es, daß bei 


R unserem Grenzübergang der Beitrag der vier letzten Terme 
von (51) verschwindet.') Für die weitere Rechnung empfiehlt 


es sich, die beiden Glieder €,€, und €, €, zu gleicher Zeit 
ae gu berücksichtigen. Schreibt. man dann für den von diesen 


en herrührenden Teil 2, des ganzen Lichtdruckes 2: 


2a x 


E, +E, C,)cos dp, 


so wird der zeitliche Mittelwert?) 


2a 2 


+ + F,)(F.+ F, + F,) 
Zunächst ist nun nach (24): | 


(54) T, = 008% cos F cos 


und nach den in §5 für die Potentiale 77,° und J7,* an- 
gegebenen en (29) bzw. (29) durch Anwendung der 


és 
1 TZ, 1 (kr) aP,'(cos) 4 


d(kr) 


1 


tk dr Il, „en P„!(cos $) 
= A,? 


2~ 0g sin 


cos p. 


1 -- 1_ (kr) 9) sin 


rsin® drdg kr d(kr) sind 


tk 2 d P,(cos #) _. 
= — a9 sing. 


Yr 


1) Der genauere Beweis dieser Behauptung ist in der Dissertation 


ausgeführt. 


2) Der horizontale Strich üblich den ng | zur 


 konjugiert komplexen Größe. 


NE nac 
fiir 
(52) 
‘ay 
gg [+ +h 
ine 
(56) 
12 
N 
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Setzt man diese Ausdrücke in (53) ein, so erhält man Nee 


nach Ausführung der — nach g, da 


2x 


+ 


für M(&,) folgende Darstellung: 


E13 


M(&,) = er fies» + 1) cos sin 


0 


dd sing dd sind 


ash 


dP} dP,,! P,, 1 


0 


Verglichen mit (53) entspricht die erste Zeile der obigen 
Formel (56) den Gliedern 77 + FF, die zweite und dritte 

FF), 

Zw. 


die vier letzten endlich den Gliedern 
RER 


1 1 


co co 
1 = Sm En ab 
2 kr kr kr kr iw - 


Vay 


= 
i 
ei 2 
ne 
ılt 
= | 
| 
+i AT | (cos cos sind | 
( 
er 
| 
| | 
gy 
Dy 
> 
Di] 
= 
ur 
ah = 


T + ZN) +AR+FR). 


Die hier auftretenden Integrale nach # sind in $8 an. 
haare unter Benutzung dieser Werte sowie der Beziehung 


- 


+ 1 +2 , 
+2 mr + (Ai Ali on + A} Arrı 


Indem wir diesen Ausdruck mit dem vorigen zusammen- 
halten, bemerken wir: die erste Zeile von (56) ist bei der Inte- 
gration fortgefallen; die zweite und dritte sind in die erste 
Summe des jetzigen Ausdruckes übergegangen; die Doppelsumme 
der vierten Zeile hat sich, weil das Integral nach 9 nur für 
m = n von Null verschieden ist, auf eine einfache Reihe 
reduziert, ähnlich ergibt sich die Doppelreihe der vorletzten 
Zeile des vorigen Ausdruckes, da in ihr das Integral nach # 
nur firm=n— 1 und m=n-+ 1 von Null verschieden aus 
fällt, zunächst gleich der Summe zweier einfacher Reihen, die 
in der Form: 


(2n—1)(2n4+1) \ k 


4 n+1 An kr kr + AR kr kr 

erscheinen. Ersetzt man in der ersten Summe dieses Aus 
druckes den Summationsindex x durch n + 1, so lassen sich, 


2 
n-ı An kr 


ind 
spr 
Gli 
sch 
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du 


$0 


cos? sin td? = | cos sinitdd 

kr 'dikr) kr kr dünkr) En 
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indem noch der Umstand benutzt wird, daB das n=1ent- __ 


sprechende Glied Null ist, in der Tat die übereinanderstehenden 
Glieder bis auf den Faktor 4 als reeller Teil derjenigen Reihe 
schreiben, die in der letzten Zeile des Ausdruckes (57) steht. 

In (57) wollen wir jetzt den Grenzübergang zu unend- 


lichem r ausführen; wir dürfen dabei die Funktionen £undy 


durchweg durch ihre asymptotischen Werte für r= er- 
setzen.!) Aus (13°) folgt für unendlich große Werte des Argu- 
mentes sofort: 


— 72t+1p-ikr din(kr) _ p—ik 


Ges die Zusammenhangsformeln (14) verbunden mit den 


Entwickelungen (13) und (13°) ergeben: 


aso WS 
(kr) = 4 (imtte— ter 
so daß: =) 


kr  2kr 
=. -ikr + (— i)n+1 eikr) 
Setzt man nun diese Werte in (57) ein, so erhält man: 
a 
oo =" 
2 
ity 


+1)- 


+ > n?(n + 1)(n + 2)? (A: + A? D 


(2n + 1) )(2n + 3) 


Berechnet man in gleicher Weise den zeitlichen Mittel- 


wert des von den magnetischen Komponenten $, und §, her- 


rührenden Teiles des mittleren Lichtdruckes M(&,’), so er- 


1) Für die nähere Begründung vgl. man die Diss. § 8. ARE 
Annalen der Physik. IV. Folge. 30. 
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‚Sen + + 2% =, pi 
(en + Den +8) (An Ansa + An » 
1 


ein Ausdruck, der aus (58) durch Vertauschung von A! mit A? 


Bi und umgekehrt entsteht und sich dementsprechend von (58) 


nur durch das Vorzeichen des ersten Gliedes unterscheidet. Die 
Rechnung erfordert keine anderen Integralwerte wie die bereits 
zur Ableitung von (57) benutzten, wie die folgende Zusammen- 
stellung der magnetischen #- und 9-Komponenten verglichen 
mit (54), (54) und (55) zeigt. Nach (24) und aus (29) und (29) 
_ folgt nämlich unter Benutzung von (5) und (5): 


0, = — cos F sing, 


= 


rsn® kr sin sing, 
4 


IT, 1 dt, (kr)dP,' (cos 9) 


) dP, 9), 4 


& = — eikrcosd cos @, 


1 „ 1 di,(kr) P.' (cos $) 


Benutzen wir die schon hervorgehobene Tatsache, daß in 
der Grenze für r= oo der Beitrag der vier letzten Terme 
von (51) verschwindet, und definieren wir schließlich noch mit 
Rücksicht auf (33) und das auf p. 73 über den Zusammen- 
hang von A,” mit A,! Gesagte neue Abkürzungen 


2 
=a'+ib! und #?=a?+ıb?, 


| 
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indem wir setzen: 


. n(n + 1)“n 


so erhalten wir durch Addition von (58) und (58’) das zu- 
sammenfassende Resultat: 
Erklärt man die komplexen Größen a, und «,? durch die 

Formeln : 
al + id} af Wn (Ka a) k; Wr’ (ka) ka Wr’ (kaa) x Wn (kia) 

x; (ka a) ki Wr’ (ki a) — (ka a) Wr (k;a) 
a? + ib? Wn (kq@) ki (ka) ka Wr’ (kaa) Pn (k;a) 

#5 In (ka) ki Wn’ (ga) — En’ (hat) Wn (hia) 
wobei mit Rücksicht darauf, daß das äußere Medium der freie — 


Äther ist 


1 


ope 
_ 


so ist der zeitliche Mittelwert des Lichtdruckes auf eine Kugel 
vom Radius a, bestehend aus einem Material mit den Konstanten 
& u, 0, dargestellt durch 


rw 2n +1 _ 


Pi 


(63) 


+ 2 


unter der Voraussetzung, dap die einfallende ebene Welle linear 
polarisiert ist und die Amplitude 1 hat. Für eine beliebige Am- 


n y 
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go erhält man schließlich: 
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plitude wird sich (63) bzw. (63') noch mit dem Quadrate der. 
selben multiplizieren. 

Es ist bequem, den Lichtdruck zu vergleichen mit der 
gleich dimensionierten Größe des Mittelwertes der Energie W, 
die sich in der einfallenden Welle pro Längeneinheit der Ein- 
fallsrichtung in einem der Kugel umschriebenen Kreiszylinder 
befindet, und welche bekanntlich mit der pro sec durch 1 cm? 
senkrecht zur Fortpflanzungsrichtung von dieser Welle ge. 
förderten Energie $ zusammenhängt mittels der Formel 


| Bedenkt man, daß die pro cm? vorhandene Energie der 
einfallenden Welle dem halben Quadrate der Amplitude gleich- 
kommt, so wird für den Fall, daß diese gleich 1 genommen wird 


(64) 


_ führt man dann noch in (63) statt k, die Wellenlänge / dieser 
Welle ein durch die Formel 
\ 
(65) 


>. a, 
n(n + 1) 
1 
n(n + 2) 
n+ 1 (Zn n+1 


und entsprechend in den reellen Größen a,', a,?, b,', b,? ge 
schrieben: 
a,' + 4 


-(a,la,? + 516 
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Nach der gebräuchlichen Auffassung des natürlichen Lichtes y 


sind wir berechtigt, (66) bzw. (66’) auch für dieses anzuwenden. 
Wir heben noch den Spezialfall einer vollkommen reflek- 
tierenden Kugel hervor, in dem «,'! und «,? die einfache Ge- 
stalt annehmen: 
ı _ Yn (ka) 2 _ Ynlka) 
(67) tba)? 
welche Formeln aus (61) hervorgehen, indem man die Leit- 
fähigkeit o unendlich groß werden läßt. Wir haben somit 
auch für diesen, in der Einleitung genannten, schon von 


Schwarzschild behandelten Spezialfall in (63) bzw. (63) 


(oder auch (66) bzw. (66’)), eine neue, und wie man sieht, 
wesentlich vereinfachte Lösung gefunden. 


$8. Ableitung der in den beiden vorigen Paragraphen 
benutzten Integralwerte. 


Um den Wert der verschiedenen Integrale zu finden, die — 


bei der Berechnung des Lichtdruckes benutzt werden, kann 
man natürlich in mannigfacher Weise vorgehen. 


Am einheitlichsten und übersichtlichsten scheint das. 


folgende Verfahren, bei dem außer der Entwicklung (27) für 
eitrcos® nur die zwei Zusammenhangsformeln (15) für die 
Funktionen w, mit verschiedenem Index und die eine funda- 
mentale Integralrelation (18) für die Kugelfunktionen benutzt 
werden. 

Um Formel (58) zu erhalten, brauchen wir zunächst die 
beiden Integrale: 
(8) f ei (cos # acs) 
0 


sin & ds 


(69) J? = fe (cos cos Fsin ddd, 
0 


7 
2 4 


wobei zur Abkürzung kr = x gesetzt ist. Betrachten wir zu- 


nächst / 1, so kann man schreiben 


(68' ia cos d nt | 


ruck auf Ku ebigem Mater 
er 
in- 
ler 
m? 
e- | 
in 
| 
tt, 
2 
ge 
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oder, indem man im ersten Term dieser Summe partiell inte. 
griert’) und cos?:+ durch 1 — sin? + ersetzt: 
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Jic sin? + ixcos #sin?9) 


0 
oder auch: Kreis 
+ Ter pre tae. 


q cos? Pl gin? dd. 


daz 


= 
Nun ist nach (27) a 
= 


[73 1 d d 
(689 


n 


ei (2 m + 1) P dasa 


woraus durch Differentiation nach 9 und Division mit ix folgt 
m (2) 
ef 2008 gin = > im 
0 
_ Setzt man diese Reihenentwickelung in (68”) ein, so erhält man 
unter Benutzung der Fundamentalformel (18): 
J,) = 2n(n + 1)ir-? +2 
- was noch durch reer na der letzten Differentiation in die 
einfachere, in § 7 benutzte Form Alte 


J) = 2n(n+ 1)"-? 


dx x dx 
übergeführt werden kann. 
Berücksichtigt man, daß die Differenz von dem in (68) 
auftretenden (noch nicht nach z differentiierten) Integral und 


J? den Wert hat 
lec farmers sin? = 2 n(n-+ 1) a 
; — 
wie sich aus dem Vergleich von (68”) und (71) ergibt, so er- 
hält man: 


d Wn 2) 
dx x 


1) Hier und im folgenden verschwinden stets bei den partiellen 
_ Integrationen die Glieder ohne Integralzeichen beim Einsetzen der Grenzen. 
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(12) 
Hiermit sind die zwei ersten in (56) auftretenden ‚Sie 


gefunden; es erübrigt noch die zwei anderen SER 


(73) sin$ sind 


| 


sind dd + dt sing 


d a(x) sarnod 


zu bestimmen. Wir wollen jetzt zeigen, wie diese aus J, — 


und J,? (vgl. (71) und (72’)) folgen unter Benutzung der Rela- 
tionen (15) zwischen den wy, verschiedener Ordnungen. 


Nimmt man Rücksicht auf die Entstehungsweise dieser 
Integrale aus den elektrischen Komponenten 7 und F, so liegt _ 


es nahe, für e#*%*%cos bzw. ei=cs® in J) und J,? die 


Entwickelungen einzusetzen, welche sich unter Benutzung der 


Formeln (5) und (5°) aus den in § 3 abgeleiteten Potentialen 
der einfallenden Welle ergeben (und die von den soeben be- 
nutzten Entwickelungen formal verschieden sind): Man er- 
hält so: 


co 


3, Sim | 2m+1 d Wm (x) d Pu! 
cos p 


m(m+1) x dz dtd 
1 
(75) . 
+ Sin 2m+1 Wm(e) Pm! 


und 


eizcosd _ _ F. im-1 2m+1 1 Pra’ 
sin @ m(m+1) x dx sind 


(76) 
2m+2 Win (x) 
m(m+1) x dtd 


| 
% 
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_ Setzt man diese Entwickelungen in (68) und (69) ein, so be. 
kommt man für J,! und J,? die zweite Darstellung: 


m—1 2m +1 (x) 1 (x) 
1 


a 2m+1 Wm (x) 
1 


und durch Elimination von bzw. 


n= 
= 1(2m+ 1) Kan 


ER 1 1d 2 m—1 vn 
id qa tn = >i (2m + 1) 
Aus diesen Formeln ist jetzt der Wert von Ä,,„ und &,, 
nach leichter Rechnung zu entnehmen. Zunächst ist nämlich 


nach (72') 


+ = n—1 (> tis 


x dz 
oder da 
da 2 daa du 
1 ‘ n 
= 2n(n+1)i"-' 
Eine gliedweise Vergleichung von (78) mit der zweiten Glei- 
chung von (77’) ergibt also das Resultat: 


(19) 4 


yA mn. 
| 2n+1 


5 Etwas mehr Rechnung erfordert die Bestimmung von A). 
Man erhält wieder durch Einsetzen der Werte von J,! und J,? 
zuerst: 
d Wa d 1 dy, 
Indem man die Differentiation ausführt, sieht man, daß man 
für die Klammer auch schreiben kann: 
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so daß man mit Rücksicht auf die Differentialgleichung (7) für w, 
erhält: 


24 id 2n(n+1)ir-? (na+1) d Wn 4 1 Be: 


x dx da x? 


Führt man schließlich noch die Differentiation im rechts- 
stehenden Ausdruck aus und ersetzt sowohl dw,/dz wie y,/x 
nach (15) durch ihre Darstellungen in w, , und y,,,, so folgt: — 


n x daz 
rin 7 


(80) 


2n+1 


Die gliedweise Vergleichung der so erhaltenen Formel mit der 
ersten Gleichung von (77’) liefert also das Resultat: 
O .... . oder m+n+1, 


(81) = (22% — 1)(2n-+1) 


m=n—l1, 


2 


m=n+1. 


grale ausgewertet. 
iy 
§ 9. Der Lichtdruck auf einen schwingenden Dipol. toxisf 
Schon in der Einleitung wurde hervorgehoben, daß unsere 
allgemeine Bestimmung des Lichtdruckes keinen Anspruch — 
darauf machen könne, auch noch für gauz kleine Kügelchen 
Gültigkeit zu besitzen, welche nicht als Konglomerate sehr 


vieler Moleküle betrachtet werden können. Wir werden deshalb 


steht, die durch quasielastische Kräfte an ihre Ruhelage ge- 
bunden sind. Die Elektronen werden durch die auffallende 
Welle zu Schwingungen angeregt, bilden also Stromelemente, 
auf die das vorhandene elektromagnetische Feld eventuell ein- 
seitige Wirkungen ausüben kann. Wie in § 6 auseinander- 


? 
= 
= 
= % 
172% 
ch 
(2n + 1)(2n +3) 
Damit sind jetzt die im vorigen Paragraphen auftretenden Inte- + eee 
32 7 
40 
= 
diesem Paragraphen woch des Fall me = 
ebene Lichtwelle auf ein Molekül fällt, indem wir uns die aus 
der Dispersionstheorie geläufige Vorstellung bilden, daß der 
= 
Se 
> 


w 
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des Moleküls zu kennen, um den Lichtdruck berechnen zu 
können. 


Um die Verhältnisse nicht unnötig zu komplizieren, nehmen 
wir ein einziges schwingungsfähiges Elektron an, das bei ge- 
nügend kleiner Dämpfung nur Wirkungen ausübt, solange die 


auffallende Wellenlänge in der Nähe seiner Eigenwellenlänge 
liegt. Den Fall mehrerer Eigenschwingungen des Moleküls 


kann man dann durch einfache Übereinanderlagerung erhalten. 


Die einfachste Lösung unserer Grundgleichung (3) für das 
Potential J7, aus der mittels (5) ein elektromagnetisches Feld 
folgt, ist 
(82) rII, = CE, (kr) P,° (cos 9), 


wobei C eine verfügbare Konstante und P,°(cos 9) = cos > die 
erste zonale Kugelfunktion bedeutet, während (13’) ergibt 


=— 


Berechnet man aus (82) die Komponenten des elektromagne- 
tischen Feldes mittels (5), so sieht man, daß dieses Poten- 
tial JZ, zu einem schwingenden Dipol gehört, dessen Achse 
in der z-Richtung liegt (vgl. Fig. 1). Hat dieser das maximale 
Moment m, und wird dasselbe zur Zeit £=0 erreicht, so er- 
gibt die Vergleichung der aus (82) folgenden radialen elek- 


_ trischen Komponente für die unmittelbare Umgebung des Null- 


punktes mit der bekannten statischen, für C den Wert 


Die ebene einfallende Welle, die wir allen unseren früheren 
Betrachtungen zugrunde legten, schritt in der negativen z-Rich- 
tung fort, während ihre elektrische Komponente in der z-Rich- 
tung gerichtet war. Die Schwingungen, die durch diese Welle 
im Molekül erregt werden (und nach außen hin wie ein Dipol 
wirken), liegen demnach auch in der z-Richtung, so daß wir 
die Achse unseres Dipols ebenfalls in diese hineinlegen müssen. 
Fig.1 zeigt dann ohne weiteres, daß man statt (82) setzen muß 


r IT, =-ik (kr) sin cos 


Uberdies nahmen wir die Komponenten unserer einfallen- 


: f den Welle proportional e‘”‘. Im allgemeinen wird nun der 


zZ 
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zeigen, sein Moment ist also zur Zeit t=0 nicht m,, sondern 
m,e-'®, so daß wir schließlich für das Potential der von dem 
Dipol ausstrahlenden Welle erhalten: 


(84) r IT, = — (kr)sin #cosg. 


Die zwei hier noch unbestimmt gebliebenen Konstanten u RT 
und # werden durch eine Sonderbetrachtung über die Be- : 
wegungsgesetze des Dipols, derentwegen wir auf die Original- 
arbeiten von Planck!) und Abraham?) verweisen, durch In- 
tensität und Phase der auffallenden Welle ausgedrückt. 

Unter der Annahme, daß der Resonator nur durch Strah- 
lung Energie verliert, erhält man für die Phasenverschiebung ß 

(7) 
wenn o die Dämpfungskonstante®) und A, die Eigenwellenlänge 
des Oszillators bedeuten, während 4 die auffallende Wellenlänge 


ist. Zugleich ist das maximale Moment 


= i vob 
wenn wir der elektrischen Amplitude der auffallenden Welle 
den Wert 1 geben, wie wir das in den vorigen Paragraphen 
stets machten. 

Der zeitliche Mittelwert des Lichtdruckes M(2) ergibt sich 
jetzt ohne weiteres aus (63). Bei unserem Dipol ist nämlich 
IT,= 0, so daß alle Konstanten A,? verschwinden, während bei 
II, (vgl. (29)) nur der erste Koeffizient A,* von Null verschieden 
ist und den Wert hat: 


(87) 

wa * 3) cov 
1) M. Planck, Vorlesungen über die Theorie der Wärmestrahlung 
p. 100ff. Leipzig 1906. 

2) M. Abraham, Theorie der Elektrizität p. 58 u. 117. Leipzig 1908. 

3) Die Dämpfungskonstante o ist hier definiert als log. des Ver- 
hältnisses zweier um die Zeit einer Vollschwingung nacheinander er 
reichten Amplituden des frei schwingenden Dipols. : 
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Debye. 


Weiter hängt nach (60) die in der allgemeinen Formel (63) 
vorkommende Größe «,! mit A,! zusammen mittels der Formel: 


(88) 
so daß wir schließlich erhalten): 
2 m se 


Substituieren wir noch für k = w/c die Größe 2r/A und 
für m, den Wert (86), so kommt: 


oder unter Benutzung von (85) nh, 


2 6/16 

1 +5 (1 
Die mechanische Wirkung des Lichtes ist also für alle 
_ Wellenlängen ein in Richtung der fortschreitenden Welle ge- 
richteter Druck, der ein Maximum erreicht, wenn $ = 2/2, 
d.h. wenn die auffallende Wellenlänge 4 mit der Eigenwellen- 
länge 4, des Dipols übereinstimmt. Letzteres gilt nur an- 
_ nähernd und nur, solange man die Anderungsgeschwindigkeit 
des Faktors 4? neben derjenigen von sin?# vernachlässigen 
kann, was indessen bei genügend kleiner Dämpfungskonstante o 
immer erlaubt ist. Für unendlich kleine sowie für unendlich 
große Wellenlängen ist der Lichtdruck Null; im ersten Falle 
verhält er sich wie A?, im zweiten wie 1/A*; der Maximalwert 
beträgt 3%,?/4r und ist also von der Dämpfung unabhängig.’ 

Die pro cm? in der auffallenden Welle enthaltene Energie 
ist gleich dem halben Amplitudenquadrat; nennen wir weiter 


1) Ist die Amplitude der einfallenden Welle A statt 1, so sind die 
rechten Seiten von (89), (89) und (89) noch mit A? zu multiplizieren. 

2) Die ponderomotorische Wirkung von Wellen verschiedener Natur 
auf Resonatoren wurde besonders eingehend experimentell untersucht 
von P, Lebedew, Wied. Ann. 52. p. 621. 1894; 59. p. 116. 1896; 62. 
p- 158. 1897. Den im obigen § 9 zugrunde gelegten Verhältnisse ent- 
sprechen indessen nur die in der letzten Abhandlung p. 168 angeführten 


Q. 


A = en 
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noch die zum Wellenlängenbereich di gehörige auffallende 
Energie $(A)dA, so bekommen wir für den von dieser Strahlung 
herrührenden Teil des Lichtdruckes mit Rücksicht auf Anm. 1 
der vorigen Seite den Wert a 
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Für den ganzen auf dem Dipol lastenden Druck folgt also: 


° 
Der Dipol schwingt indessen nur wesentlich mit für ee se 
deren Wellenlänge nahe gleich A, ist, wir dürfen also für a 
128(4) den Wert A,?8(4,) substituieren und vor das Integral- 
zeichen ziehen. Weiterhin ergibt sich aus (85) näherungsweise 
unter der der Dämpfungskonstante o 
während die Integration nach der Variabelen $ von 2 bis 0 
auszudehnen ist. Wir erhalten also schlieBlich 


Wir wollen jetzt die Eigenwellenlänge unseres Dipols zu 
4, = 600 wu annehmen und wollen die Kraft berechnen, welche 
an der Erdoberfläche infolge der Sonnenstrahlung auf ihm 
lastet. Identifizieren wir die Sonne mit einem vollkommen 
schwarzen Körper von der Temperatur 7000° C. absolut, so 
wird nach dem Planckschen Strahlungsgesetz 

S(a,) = 


sec .cm® 


Es erübrigt noch, auch für o eine Annahme zu machen. Wir FE 

wählen den schon außerordentlich kleinen Wert SE = 
o=5.10"®, 

der der Dämpfung eines gewöhnlichen Elektrons entspricht 

und z. B. noch Interferenzen bei 50 cm Gangunterschied ohne 

weiteres zulassen würde. Aus (90°) folgt dann: 
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Berechnet man andererseits die Kraft, womit z. B. ein 
Wasserstoffmolekül von der Erde angezogen wird, so findet R 
man, da die Anzahl Moleküle in 1 cm? bei 0° und Atmo- is 
sphärendruck gleich 2,8.10'® ist für die Gravitationswirkung @ 
der Erde, den Wert: 


G = 0,32. dyne. al 

Der Lichtdruck ist also für einen Dipol abnorm groß, wie : 
der Vergleich mit den numerischen Resultaten der folgenden . 
Paragraphen besonders deutlich zeigt. 
Drittes Kapitel. di 

Nüherungsformeln und numerische Resultate für den Lichtdruck. W 
§ 10. Vorbemerkungen. 

Die Formeln (63), (63°) oder auch (66), (66) des $ 9 a 
lésen mathematisch gesprochen das Problem der Bestimmung a 
des Lichtdruckes fiir Kugeln aus beliebigem Material. Will R 
man indessen ein Bild des wirklichen Vorganges gewinnen, so a 


hat an dieser Stelle erst die Diskussion der Formeln ein- g 
zusetzen, welche vom physikalischen Standpunkt aus als Haupt- 
sache zu betrachten ist und ziemlich verwickelte Zahlenrech- B 4 
nungen erfordert. In den ersten drei folgenden Paragraphen E 
werden wir drei verschiedene Fälle getrennt behandeln: in § 11 
die vollkommen reflektierenden, in § 12 die dielektrischen nicht 
_ absorbierenden und in § 13 solche Kugeln, bei denen dem 
_ Material (in der üblichen Bezeichnungsweise) ein komplexer d 
_ Brechungsexponent zukommt, die sich also dem Licht gegen- h 
über wie Metalle verhalten. Die Diskussion werden wir durch- 
führen und durch Zeichnungen erläutern, indem wir für Kugeln, (9 
die klein sind, im Vergleich mit der Wellenlänge des auf- 


treffenden Lichtes eine Entwickelung nach Potenzen des Ver- é 
hältnisses Durchmesser der Kugel durch Wellenlänge ansetzen, k 
dagegen für Kugeln, die mit der Wellenlänge vergleichbar . 
werden, die Formel (66) numerisch behandeln. Sobald in- # ’ 
dessen das obenerwähnte Verhältnis mit 1 vergleichbar wird, . 
fängt die numerische Rechnung an praktisch undurchführbar ; 


zu werden, da man dann schon fünf Glieder der Reihe (66) mit- 
nehmen muß, um eine genügende Näherung zu bekommen. Man 
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überzeugt sich andererseits leicht, daß die zugrunde gelegte 
Reihe fiir alle Werte des Verhältnisses Radius durch Welle 
länge konvergiert. Man wird demnach darauf ausgehen, die- 5 


selbe so umzuformen, daß die neue Form brauchbar wird für 


große Werte dieses Verhältnisses, welches in den Funktionen 


als Argument auftritt. 

Die schlechte Konvergenz rührt, wie man ohne weiteres 
sieht, davon her, daß die in den einzelnen Termen der Reihe 
auftretenden Zylinderfunktionen bei großen (der kleinen Wellen- 


länge entsprechenden) Werten des Argumentes mit steigendem > u 
Index nur äußerst langsam abnehmen, so lange wenigstens, wie 
dieser kleiner als das Argument ist. Durch diese Bemerkung 


wird man also auf den Versuch geführt, Näherungsformeln für 


die Zylinderfunktionen zu konstruieren, die bei beliebig ver- 
änderlichem Index dieselben für große Werte des Argumentes 
ersetzen können. Solche Näherungsdarstellungen habe ich an 


an anderer Stelle!) abgeleitet, und es zeigt sich, daß es tat- — 
sichlich mit ihrer Hilfe gelingt, von der genauen Formel (66) — 
aus den Übergang zu kleinen Wellen zu machen. Näher aus- A 
geführt wird dieses in den Paragraphen 14 und 15 dieses Kapitels. 
In § 16 schließlich werden die Besonderheiten der Licht- _ 
druckkurve in Zusammenhang gebracht mit der Existenz von | 


Eigenschwingungen. 


§ 11. Die vollkommen reflektierende Kugel. 


besonders einfache Gestalt an: 


a) Yn(ka) 
m) 


Zur Abkürzung —_ wir im folgenden fir das Argument 


ka=2n(a/i) den Buchstaben o benutzen und wollen nun zu- © 


nächst eine Näherungsformel ableiten für das p. 92 definierte 
Verhältnis M(2)/W bei kleinen Werten von o. Es empfiehlt 
sich sowohl hierfür wie für die numerische Rechnung die 
Größen «,! und «,? in Reelles und Imaginäres zu trennen und 


oan für M(2)/W die Darstellung (66’) zu benutzen. Die 


Phy Vgl. die demnächst in den Math. Ann. erscheinende Kleine. 
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Trennung gelingt sofort unter Benutzung der Zusammenhangs- 
- formeln (14). Man findet ohne weiteres aus (91) für die 
durch (59) definierten Größen ii b,', a,? und 2,? 
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wenn man n abkürzend setzt: 
@, 


Für kleine Werte von o gilt nun nach $ 3 in erster 
Näherung: 
so daß man 
j 


E 1 


Setzt man diese Werte in den Ausdruck (66’) für M(2)/W 
ein, den wir unter Einführung von g schreiben wollen: 
7 M (2) 4 
— §, — 85] 
2n+1 2n+1 


1 
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n+1 (a, a du an be 
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so erhält man: 


indem die dritte Summe x in dieser a keinen Beitrag 
zum Resultat liefert. Dieselbe Näherungsformel wurde schon 
von Schwarzschild angegeben’); es hat gar keine Schwierig- 
keiten, sie durch weitere Potenzen von o zu vervollständigen, 
indem man mehrere Glieder der Summen $ und der Reihen 
für y, und x, mitnimmt (allerdings ist die Rechnung etwas 


umständlich); ich finde so: 


Die weiteren Glieder der Reihe haben indessen für die 
Rechnung nur eine ganz untergeordnete Bedeutung, weil die 
Zahlenkoeffizienten so langsam abnehmen, daß z.B. für o=1 
das dritte Glied schon größer ist wie das zweite. Im übrigen 
kann man dieses Verhalten leicht ohne INES vorher- 
sagen. Nach § 8 gilt nämlich: 


0) = 


der Nenner von «,? wird also Null fir 9 =i, was, dw() 
endlich ist, zur Folge hat, daß die Reihenentwickelung für «@,! KR 
nur bis o=1 und damit die Reihe (97) höchstens bis o=1 
konvergieren kann. 

Für die weitere Diskussion ist man deshalb auf die nume- — 
rische Rechnung angewiesen. Zu diesem Zwecke wurden zu- u 
nächst die Funktionen w,(o) und x,(e) für n=1, 2, 3, 4, oo 
und Werte von o zwischen 0 und 12 ausgerechnet, wobei. Fe 
für kleine Werte von o die unendlichen nach Potenzen von 9 
fortschreitenden Reihen, für größere dagegen die endlichen 
nach Potenzen von 1/o fortschreitenden Ausdrücken des § 2 
benutzt wurden. Das Resultat dieser Rechnung wird ver- 
anschaulicht durch die beigegebenen Figg. 2 und 3, in denen 
y, (0) und y, (0) als Funktionen von o aufgetragen sind. Man 
sieht, wie w, (0) sich mit wachsendem r für kleine Werte von o 


1) K. Schwarzschild, Sitzungsber. d. Kgl. Bayer. Akad. d. Wiss. 
81. p. 293. 1901. + 
Annalen der Physik. IV. Folge. 30. 4% 


E 
as 
je | 
7 
4 
| 
> 
2 | 
F 


P. Debye. 


immer inniger an die Abszissenachse anschmiegt, während x, (0) 
mit wachsendem n für o = 0 immer schneller ins Unend- 
liche steigt. Für größere Werte von 9 unterscheiden sich 


ER Ba die Funktionen w, und x, qualitativ nicht mehr und werden 


Hadısı) . 
a 


_ mit wachsendem go immer mehr den gewöhnlichen periodischen 
Funktionen ähnlich. In den Figg. 4 und 5 sind weiterhin noch 
die Funktionen ,’(o) und 7,’ (0) eingetragen, wie sie aus den 
Werten von w,(o) und x, (0) durch Anwendung der Formeln (15) 
erhalten werden. Sie unterscheiden sich, wie man sieht, nicht 
wesentlich von den undifferentiierten Funktionen, wenn man 
das Verhalten der 7,’(9) für kleine Werte von o ausnimmt, 
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Letztere zeigen hier ein eigenartiges einmaliges Auf- und Ab- 
wogen, das mit einer in Fig. 3 leicht bemerkbaren Ab- und 
Zunahme der Neigung korrespondiert. Unter Benutzung der 
so gefundenen Werte wurden nun die Größen a,!, a,?, b,!, b,? 
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IN 


Fig. 5. 


nach (92) berechnet, die dann durch Einsetzen in (94) und (95) 
die gesuchte Größe M (2)/W lieferten. 

In Fig. 6 ist M(82)/W zur Abszisse 0 = 2aa// als aus- 
gezogene Kurve eingetragen. Die eingezeichneten Kreuze be- 
deuten dabei die berechneten Punkte, während die punktierte 
Kurve den Verlauf der ersten Näherung (96) darstellt. Zum 


q 


- 


0) 
ER 
Wi 
== E32 RM ae 
INN Zs Ba | RE 
‘ 
| 
3 
; 
| 
=> A x 
we LEI LR 
bod 
rio 
4 
| 


Debye. 


Vergleich wurde in derselben Figur die von Schwarzschild 
erhaltene Kurve gestrichelt eingetragen. Sie stimmt, wie man 
sieht, in ihrem wesentlichen Verhalten mit der von uns be 
rechneten iiberein, insbesondere ist das Maximum weder in 
Höhe noch in Lage von dem von Schwarzschild gefundenen 
verschieden. Für größere Werte von o weichen indessen die 
beiden Kurven voneinander ab. In der Grenze für 9 = oo, d.h. 
also für Kugeln, die groß sind im Vergleich mit der Wellen- 
länge, soll sich die Kurve für M(2)/W der in der Höhe 1 mit 


rechnung des Lichtdruckes auf Grund der in diesem Falle 
E : ausreichenden Gesetze der geometrischen Optik, und wie wir 
in § 15 aus der allgemeinen gültigen Reihe (66’) nachweisen 
werden. Wahrenddem nun die von uns vorgeschlagene Kurve 
re diese Annäherung glatt vollbringt, scheint die Schwarzschild- 
sche noch längere Zeit mit der Asymptote parallel zu ver- 
laufen (vgl. Fig. 6). Die unmittelbare Veranlassung für diese 
Abweichung ist der Unterschied der für M(2)/W im Punkte o=2 
gefundenen Werte (1,67 bei uns gegen 1,31 bei Schwarzschild) 
In Anbetracht des oben Gesagten über den Anschluß an die 
_ Asymptote und mit Berücksichtigung der Werte für M(Q/V 
in den Punkten o=2,5 und o=3, die sich besser in die aus 
gezogene wie in die gestrichelte Kurve einordnen, scheint uns, 
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daß die erstere korrekt ist, und daß bei Schwarzschild im 
Punkte o=2 ein Rechenfehler vorliegt. Das Endergebnis, das 
Schwarzschild auf p. 333 gesperrt gedruckt hat, finden wir 
nach dem Vorigen also vollständig wieder bis auf die eine 
Bemerkung, daß in der Nähe von 2a/A = 4 die Kurve „merk- 
würdig rapide anwächst“. Übrigens zeigt der genauere Ver- 
gleich, daB die Bequemlichkeit und damit auch die Sicherheit 
der Zahlenrechnungen bei unserem Verfahren erheblich gréBer 
ist wie bei Schwarzschild. 

Für die Arrheniusschen Theorien ist es wesentlich, daß 
der Strahlungsdruck hochtemperierter Weltkérper unter ge- 
eigneten Umständen ihre Gravitationswirkung überwiegen kaun, 
Wir wollen deshalb noch den mittleren Strahlungsdruck M (2) 
vergleichen mit der Newton schen G. Wir 
fanden früher (Gleichung (64)) Be, 


W = nate, 


wenn $ die pro Zeiteinheit auf die Flächeneinheit auffallende 
Energie und e die Lichtgeschwindigkeit ist. Spezialisieren wir 
nun unsere Überlegung für die Sonnenstrahlung und verstehen 
weiterhin unter $ die Solarkonstante, an der Erdoberfläche 
gemessen, so gilt für ein Teilchen, das sich im Abstande d 
von der Sonne befindet atie W 
08) 
wenn der Radius der Erdbahn gleich D gesetzt wird. 

Ist andererseits das spezifische Gewicht (d. h. das g-fache 
der spezifischen Masse oder Dichte) des Teilchenmateriales s, 
und nennen wir den Radius der Erdkugel r, während die 
Massen von Sonne und Erde bzw. mit M und m bezeichnet 


werden, so gilt 
99) 3 1575 ge * ; 
+: 
für die Gravitationswirkung der Sonne auf Fan Teilchen 
im Abstande d von der Sonne. 
Setzen wir schließlich noch 
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so daß die Funktion 9 gy (0) den Ordinaten der Kurve in Fig. 6 
oder der entsprechenden Kurven der folgenden Paragraphen 
gleichkommt, so erhalten wir aus (98), (99) und (100) fiir das 
Verhältnis des Lichtdruckes zur Gravitation: 


(101) 8n D? 


wobei A die auffallende Wellenlänge ist. Nimmt man die 
Solarkonstante $ zu 2,5 Mas an und denkt sich die ganze 
Strahlungsenergie der Sonne auf eine mittlere Wellenlänge 


4 = 600 uu konzentriert, so kann man statt (101) auch schreiben 
107) M® 8,0 9(0), 


wenn überdies s= 1 gesetzt wird, wie das für Wasser zu- 
treffen würde. Nach (96) ist bei vollkommen reflektierenden 


Kugeln oy(o) = + o* für kleine Werte von o, für große 


Werte von o gilt oy(eo)=1; für ganz kleine, sowie für ganz 

i “große Kugeln (im Vergleich zur Wellenlänge) verschwindet also 
= das Verhältnis (101). Für mittlere Größen erreicht dasselbe 
einen Maximalwert von der Größe 20 bei 9 = (2aa/4)=1. 


bei Schwarzschild (l. c.), wo auch noch auf Grund der ge- 
_ fundenen Werte für M(2)/W die der linken Seite von (101) 
im wesentlichen entsprechende Kurve in einer besonderen Figur 
dargestellt ist. Dieselbe entspricht der Kurve » = oo in Fig. 8 
des folgenden $ 12. Für gewisse Teilchengrößen für die 
0,064 < 2a < 1,5 u überwiegt der Lichtdruck der Sonne über 
£ i ihre Gravitation tatsächlich, und zwar wie (101) oder (101) 
zeigt, für jede beliebige Entfernung, da das Verhältnis M(2)/@ 
_ unabhingig ist von dem Abstand zwischen Teilchen und Sonne. 
e} Anmerkung: So wichtig der Lichtdruck für die kleinen Teilchen 
ist, so unmaßgeblich ist sein Einfluß auf die Bewegung der großen Himmels 
An: körper. Denkt man sich unseren Mond z. B. vollkommen absorbierend 
für die auffallenden Sonnenstrahlen, so erleidet er einen Lichtdruck von 
6.10%kg. Diese für unsere irdischen Verhältnisse immerhin ziemlich große 
Zahl verschwindet ganz und gar gegenüber der Kraft, mit der z.B. 
Jupiter als gravitierender Weltkörper den Mond anzieht; dieselbe beträgt 
ss mämlich 2.10'° kg, also 3.10% mal soviel wie der Lichtdruck der Sonne. 
Sogar die Anziehung von Neptun berechnet sich immer noch zu 3 . 10" kg, 

d.h. auch noch 5.10° mal größer wie der Lichtdruck der Sonne. 
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§ 12. Die dielektrische Kugel. 


In diesem Paragraphen wollen wir den Verlauf der Kurve __ e 
M(2)/W näher diskutieren für den Fall, daß die 
des Kugelmaterials durch eine reelle Dielektrizitätskonstante & f 
beschrieben werden können, so daß der betrachtete Körper das 
Licht zwar durchlassen und zerstreuen, aber nicht absorbieren 
kann (o = 0). 

Größen «,! und @,? in Reelles und Imaginäres zu trennen und 

mit Formel (63°) bzw. (66’) zu rechnen. Die Trennung ge- 
schieht wieder leicht unter Benutzung von (14), und man er- = 
hält unter Beachtung der Definitionsformeln (61) und (62) das ; 
Resultat: Definiert man die reellen Größen VY, und Z, durch 
die Formeln: 


Wn (Q) Wn — Wn (0) Wn 
102) | (Q) — ¥ Xn (Q) Wn” 0) 
le) Wn’ — Zn’ (Q) Ya Q) 
wobei ebenso wie im vorigen Paragraphen 9 =2aa/A und 
weiterhin » = Ve gesetzt ist, so ist in formaler Übereinstimmung __ = oe 
mit dem Fall der vollkommen reflektierenden Kugel: NER fa 


(108) 


: 
7 


Sind die Größen a,!, a,?, 2,', 6,2 berechnet, so ergibt sich a 
das Verhältnis M (2)/W aus (94) und (95) des vorigen Paragraphen. 

Die Abkürzung » stimmt bekanntlich mit dem Brechungs- 
exponenten überein; » ist also keine Konstante, sondern von 
der Wellenlänge der auffallenden Strahlung abhängig. Der 
durch » = Ve angedeutete Zusammenhang zwischen Brechungs- _ 
exponent und Dielektrizitätskonstante ist bekanntlich im all- __ 
gemeinen nicht erfüllt, dennoch kann man mit Hilfe der Größe» 
die elektromagnetischen Vorgänge richtig beschreiben, wenn 
man v als neue durch einen Versuch bei der betreffenden 
Schwingungszahl bestimmte Konstante einführt. 

Wir heben noch die beiden Spezialfälle »=1 und y=cO 
hervor. Im ersten ist nach (102) sowohl Y, wie Z und 
damit auch der Lichtdruck selbst gleich Null, ein sehr selbst- __ 
verständliches Resultat, da die Annahme »=1 gleichbedeutend 
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enthält; sie kann also keine Störung in den auftreffenden Wellen 
zustande bringen und erleidet deshalb auch keinen Druck. 
Der zweite Grenzfall » = oo führt auf 
_ (9) Wn (@) 

Formeln, die mit den für die vollkommen reflektierenden 
Kugeln gültigen übereinstimmen. Statt die vollkommene Reflexion 
als Grenzfall für unendlich gut leitendes Material aufzufassen, 
kann man diesen Zustand also gleich gut durch einen unend- 
lich großen Brechungsexponenten hervorgerufen denken, ohne 
daß man nötig hätte, dem Material noch obendrein ein Ab- 
sorptionsvermögen zuzuschreiben, wie übrigens bei der Be- 
handlung von elektrostatischen Aufgaben schon vielfach in der 

Literatur bemerkt worden ist. Die Frage, ob mit großem » 
: ER nicht stets auch ein großes Absorptionsvermögen verbunden 

ist, wird natürlich durch das Vorhergehende nicht berührt. 
Es soll nun zunächst eine Gleichung (96) entsprechende 
rem für M(2)/W abgeleitet werden; dabei wollen 
wir voraussetzen, daß mic o wie vo klein gegen 1 sind. Aus 
den im vorigen § 11 angegebenen Näherungen für w, und 7, 
folgt nach (102): 


die Größe Z, wird proportional 9° und verschwindet also in 
| erster Näherung. Hieraus ersieht man, daß von den in (94) 
auftretenden Summen $ nur 8, und darin nur das erste Glied 


2 

; Der Faktor von o* steigt von dem Werte Null bei v=1 
stetig zum Werte $ bei v»= oo. Dieser letzte Wert steht in 
i scheinbarem Widerspruch mit dem für vollkommen reflek- 
 tierende Kugeln erhaltenen (der 44 betrug. Man muß indessen 
bedenken, daß (104) nur so lange Gültigkeit beansprucht, wie 
das Produkt vo als klein gegen 1 vorausgesetzt wird. In 
zweiter Näherung wäre die rechte Seite von (104) am mit 
al v® — 29 »* + + 120 


15 + 2)(2v? + 8) 


- 
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Um den weiteren Verlauf der Kurve fir M(2)/W zu er- 
halten, ist man wieder auf die numerische Rechnung an- 
gewiesen. Ich habe die Rechnung genauer durchgeführt für 
die speziellen Fälle »=2, v=1,5 und v= 1,33; diese Kurven 
nebst der schon bekannten für vollkommen reflektierende 
Kugeln (vy = ©0) zusammen mit der Näherung (104) für kleine 
Werte von o und der Kenntnis der Asymptoten für 9 = 0 
(vgl. $ 15) ermöglichen es, ein Bild zu gewinnen über die Ab- 
hängigkeit des Lichtdruckes von den verschiedenen Umständen. 
Das Nähere möge an Hand der folgenden Fig. 7 erläutert 
werden, in welcher wieder M(2)/W als Funktion von o=2ra/l 


3 
x 
7 
2 


eingetragen wurde. Die Abszissenachse entspricht dem einen 
Grenzfall»—=1; Kurve (4), welche auch schon Fig. 6 gezeichnet 
wurde, dem anderen Grenzfall »= oo. Kurve (1) gehört zu 
einem Wassertropfen mit » = 1,33, während Kurve (2) unter 
der Annahme »=1,5 berechnet wurde. Beide Kurven ver- 
laufen viel flacher wie die für vollkommene Reflexion gefundene, 
wie auch schon die in der Figur punktiert gezeichneten ersten 
Näherungen bei 9 =0 erwarten lassen. Andere Besonderheiten 
sind hier noch nicht erkenntlich. Beim Übergang zu v=2 
indessen tritt eine eigenartige Wellung der Kurve auf. Der 
Lichtdruck erreicht hier ein Hauptmaximum von der Größe 
M(2)/ W = 2,6, der ganze Bereich der Maxima ist im Vergleich 
mit der Kurve für v»=00 nach größeren Werten von go hin 
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verschoben.') Natürlich sind solche Wellungen andeutungs- 
weise schon bei den kleineren » vorhanden, ihre geringere 
Eu _ Stärke liegt an der größeren Dämpfung der zugehörigen in 8 5 
behandelten Eigenschwingungen (vgl. § 16) Für o =o ver. 

laufen die Kurven der o-Achse parallel in Höhen, die nach der 
in § 15 angegebenen Methode bestimmt wurden. Mit zu- 
nehmendem » und entsprechend abnehmender Dämpfung der 
Eigenschwingungen werden die sekundären Maxima immer aus- 
geprägter und wandern zugleich nach dem Nullpunkt hin, so 
daß für »=0oo der Nullpunkt selbst eine Häufungsstelle wird. 
Um hier ebenso wie bei den vollkommen reflektierenden 
ige den Vergleich des Lichtdruckes mit der Gravitations- 
Ei, wirkung auszuführen, wurde in Fig. 8 noch die Größe (0) 


v:1, 


7 2 3 


der Gleichung (101’) aufgetragen, unter Zugrundelegung der 
Werte M(2)/W = oy(e) nach Fig. 7. Die drei Kurven ent- 
sprechen den Werten »=x,v=2 und v=1,5; die horizontale 
Gerade gibt den Wert von g(o) an, für den Gravitation und 
Lichtdruck gerade gleich sind bei Körpern mit dem spezifischen 


1) In der Diss. hatte ich für »=2 den Lichtdruck gerechnet bei 
e=0,5, 1, 1,25, 2, 2,5 und 3 und hatte diese Punkte durch eine glatte 
Kurve verbunden. Eine briefliche Bemerkung des Hrn. Cl. Schaefer, 
2a betreffend den in $ 16 behandelten Zusammenhang des Lichtdrucks mit den 

_ Eigenschwingungen, veranlaßte mich, die Rechnung für einige Zwischen- 


punkte durchzuführen, wobei sich dann die obigen Wellungen ergaben. 
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Gewicht 1. Der maximale Lichtdruck selbst ist bei » = 2 noch 
etwas größer als bei »= 00, das Verhältnis M (2)/@ im Gegenteil 
erreicht bei »=2 einen Maximalwert, der nur den 0,66te Teil 
des entsprechenden Verhältnisses bei v=o ist. Einen Über- 
blick über die Verhältnisse liefert die folgende Zusammen- 
stellung. Die erste Spalte enthält den Brechungsexponenten », 
die zweite das maximale Verhältnis von Lichtdruck zu Gravi- 
tation (M(2)/@)max., die dritte und vierte die ungefähren 
Grenzen o, und o, =2naj/l), zwischen welchen der Licht- 
druck die Gravitation überwiegt. 


| 
© 20 | 0,3 
+ 13 0,6 
15 3 0,8 


Bei »= 1,33 (Wasser) ist schon ungefähr die Grenze er- 
reicht, für welche auch der maximale Lichtdruck durch die 
Gravitation im Gleichgewicht gehalten wird; für noch kleinere v 


überwiegt letztere. 
§ 13. Die absorbierende Kugel. bag be 


Setzt man, wie das für Lichtwellen bekanntlich gestattet 
ist, die Permeabilität » = 1 und definiert den „komplexen“ 
Brechungsexponenten durch die Formel (vgl. (36)) ann 


(105) N. = in, pat trie] 
80 ergeben die Gleichungen (61) und (62) die Werte: Br 
siting Yn (Q) Yo (N @) — N ya (@) a tdsin 
(106) fn (e) Wn (N 0) -NG ’(e) Wn (N 9)’ gad 
| ) wn’ (N g) — Wa (N Q) 


N (9) ya’ (N — Sn’ (9) Yn (N 9) 

Da jetzt die Argumente unserer Funktionen teilweise selbst 
komplex sind, empfiehlt es sich nicht mehr, die Trennung in 
Reelles und Imaginäres auszuführen, und man rechnet besser 
von vornherein mit der Reihe (66). Wir wollen diese zunächst 
wieder dazu benutzen, eine erste Näherung zu erhalten. Be- 
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r während a,* mit o® proportional wird. Man braucht deshalb 


von den drei Summen (66) in erster Näherung nur die erste 
und von dieser nur das erste Glied zu berücksichtigen; so 


(107) 4 em 


Setzt man dann in die ae; den Wert N aus (105) 


alts 


0° 


= st! 2 


(e+ 2)? + — 


pal 


Vergleicht man (107’) mit den für vollkommen relied 

_ tierende und für dielektrische Kugeln erhaltenen Näherungs- 
_ formeln, so sieht man, daß die absorbierenden Kugeln sich für 
P * = kleine Werte von o ganz anders verhalten wie jene. Während- 
dem nämlich früher M(2)/W mit o* proportional und demnach 

= für kleine Werte von o äußerst klein war, hat der Lichtdruck 

ve jetzt noch für ganz kleine Kugeln nach (107’) einen im Ver- 

gleich mit jenem erheblichen Wert, sobald das Absorptions- 

vermögen (in der Formel durch die Leitfähigkeit « gemessen) 

un on nicht einen extrem kleinen oder groBen Wert hat. Da weiter- 
hin W proportional mit a? und die Gravitationswirkung pro- 

IR ee mit a® ist, so erhält man für das Verhältnis von 
 Lichtdruck zu Gravitation bei ganz kleinen vollkommen reflek- 

___ tierenden oder dielektrischen Kugeln nach (96) und (104) eine 
Er = Größe, die proportional mit o®? ist, so daß die Gravitations- 
wirkung für ganz kleine Kugeln den Lichtdruck überwiegt. 
u . Fig. 8 des vorigen 8 12.) Für absorbierende Kugeln 

+ 2 dagegen ist sowohl der Lichtdruck wie die Gravitation (vgl. 
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(107’)) mit 9% proportional, ihr Verhältnis strebt also für kleine 
Kugeln einer endlichen Grenze zu. Diese Uberlegungen sind 
natürlich in Übereinstimmung mit Formel (101), in der das 
Verhältnis M(2)/@ proportional (ge) angegeben ist. 

Bei gewissen mittleren Absorptionsverhältnissen existiert dem- 
nach keine untere Grenze für die Größe der Teilchen, die durch 
den Lichtdruck von der Sonne weggeschleudert werden können. 
(Hierbei ist natürlich vorausgesetzt, daß die Teilchen nicht ein 
so hohes spezifisches Gewicht besitzen, daß überhaupt bei 
keiner Größe ein Überwiegen des Lichtdruckes über die Gravi- 
tationswirkung stattfindet.) 

Um den weiteren Verlauf der Kurve für M(2)/W wenig- 
stens in einem Falle zu untersuchen, wurde die ziemlich müh- 
same Rechnung ausgeführt unter der Annahme 


4 N= — i) = 1,57(1 —i), 


ein Wert, der bei Metallen leicht vorkommen kann; so hat : 
Gold bei A= 450 uu den „Brechungsexponenten‘“ 


N = 1,72(1 —i). 


= 


Setzt man den obigen Wert für » in die Näherungsformel (107) ar 
ein, so erhält man 


Me) 
= 1,830; 


dieser Formel entspricht die in Fig. 9 
Tangente im Nullpunkt. Die weitere Rechnung ergab einen 
Verlauf, wie er durch die f: 
ausgezogene Kurve veran- 
schaulicht wird. Auch in 
diesem Falle ist also ein w2 : oN 
Maximum vorhanden, das 7 N 
indessen niedriger ist und Er 
flacher verläuft wie das bei 
der vollkommen reflektieren- 
den Kugel gefundene. Zum 
Vergleich ist die Kurve für 
letzteren Fall in die Fig. 9 
punktiert mit eingezeichnet. 
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i 
-§ 14. Der Grenzwert des Lichtdruckes für kleine Wellenlängen 


bei vollkommen reflektierenden Kugeln. 


In diesem und dem folgenden Paragraphen wollen wir 
zeigen, wie man mit Hilfe der in § 10 genannten Näherungs- 
formeln für die Besselschen Funktionen auch den gewöhn- 
lichen optischen Fall der kleinen Wellenlänge auf Grund der 
in Strenge gültigen Gleichungen (63) oder (63’) erledigen kann. 
Für die vollkommen reflektierenden Kugeln gestaltet sich die 
Rechnung äußerst einfach, wir wollen diesen Fall zunächst 
betrachten. 

Nach (67) gelten für die beiden in den Reihen für M (2)/W 
auftretenden Größen «,! und «,? die Formeln: 


Nun ist, wenn die Wellenlänge der auffallenden Strahlung 
klein ist gegen den Radius der Kugel, 9 = 2naj/i eine große 
Zahl, die mit abnehmender Wellenlänge oder zunehmenden 
Dimensionen der Kugel ins Unendliche steigt. Das hat, wie 
im 810 bemerkt wurde, und wie übrigens sofort aus den 
Reihen (12) und (13) ersichtlich ist, zur Folge, daß die Funk- 
tionen w, und ¢ und damit die Größen @,' und «,? für Werte 
von n, die noch nicht mit o vergleichbar sind, alle von der- 
selben Größenordnung werden. Wie sie sich verhalten, wenn 2 
näher an o heranrückt, wird man schwerlich aus den betreffen- 
den Reihen an sich ersehen können: man hat in der vor- 
handenen Literatur nur wieder brauchbare Formeln, wenn 
man so viele Glieder der Reihen für M(2)/W übersprungen 
hat, daß der Stellenzeiger n inzwischen groß im Vergleich 
mit o geworden ist. Dann kann man nämlich die gewöhn- 
lichen Potenzreihen (10) und (11) benutzen, die mit Berück- 
sichtigung der Zusammenhangsformeln (14) für den Fall 
n>> o das Resultat ergeben: 


n@n+1)* I?(@n +1) 


22" T2(m + 1) 
2n+1 I?(2n +1) 
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(woraus beiläufig die unbedingte Konvergenz der betrachteten 
Reihen hervorgeht. Die vorhandene Lücke wird nun aus- 
gefüllt durch die in $ 10 genannten Formeln, die übrigens 
auch die obigen Fälle n<<o und n>>o als Spezialfälle 
in sich enthalten. 

Es sind zwei Hauptfälle zu unterscheiden, je nachdem der 
Index kleiner oder größer wie das Argument ist; beschränken 
wir uns auf eine erste Näherung, so kann man das Resultat 
fir unsere Funktionen w,(o) und ¢ (0) folgendermaßen aus- 
sprechen: 

Solange n+4< ist, hat man in der Grenze für un- 
endlich große Werte von o: =’: 

x 
108) = ¥, (2) = 


(sin 7)" 


(sin 1) 


wenn man den reellen Winkel r, (0< 7 < 3] definiert durch 


die Formel: 
(109) 


und unter f, die Funktion 
(110) fo = sinz, — Tt, COST, 
versteht. 
Ist n+4>o, so gilt für sehr große Werte von e: 
eich 
(sin 7,)'* (2 sin 
wenn man jetzt z, definiert als negativ imaginäre Wurzel der 


mit (109) gleichlautenden Gleichung: 
(109’) C08 = — 3 


Den Übergangsfall n+} nahe gleich o kann man, so- 
lange nur eine erste Näherung angestrebt wird, ganz außer 
Betracht lassen. 

Aus den Formeln (108) und (111) folgt jetzt durch Diffe- 
rentiation nach o (oder vielleicht strenger unter Benutzung 


der Formeln (15)) in derselben Näherung wie oben: i 


>. 
| 
Gre 
TER 
1 
Uy 
| es 
q 
4 
| 
| 
] 


| 


(9) = cos (e ht 2) (sin | 


(0) = + ef¢ (isin r,)'* 
Bilden wir nun zunächst für den zweiten Fall (o<n+}) 


(0) = — f(¢sin z,)' ‘4 


unsere Größen «,! und «?: 


(114) = ierien, 


so sieht man, daß sie mit wachsendem o durchweg wie eine 


Exponentialfunktion verschwinden. Schreibt man nämlich 


me gemäß (109): z,=-— ib, wo 5 eine reelle Zahl größer als 0 
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bedeutet, so wird: 
if, = i( (sin =— = 20); 


Im Falle a+}<o erhalten wir dagegen: 


= (e f+ (ef + z) = (ll + ve?ich), 


Yn(g) _ i (@h+ 
cos (era =„(l-ie eh), 


d.h. Werte, die durchweg endlich bleiben in der Grenze für 


0=m. Spalten wir nun unsere Summen §,, S,, 8, der Glei- 
chung (94) je in zwei Teile, indem wir einmal von n=1 bis 
WN und dann von n= NV+1 bis n=oo summieren, wobei 


N so gewählt ist, dab N+1<o<N+3, so sind nach den 
obigen Überlogungen die zweiten von n=N+1 bis n=O 
_ gehenden Teilsummen für große Werte von o neben den ersten 
von n=0 bis n= N gehenden zu vernachlässigen.!) In erster 
Näherung können demnach für S,, S,, 8, die endlichen Summen: 


1) Man überzeugt sich leicht durch eine Rechnung, die ganz analog 


verläuft wie die im folgenden angewandte, daß der vernachlässigte Rest 


der Reihen S,, S,, S, in der Lichtdruckformel Gliedern entspricht, die 


in der Grenze für eg verschwinden wie 


sul 
Wil 


(112) 
and 
tn 
23:22. 
(11 
od 
. 
lim = lim @,? = 
(11 
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N 
=k 2 (n+ +) (eh + ei) 


4} 


n(n+2) 
%,= R (an + Un 341) 
1 


substituiert werden; diese wollen wir jetzt berechnen, indem 
wir fiir die Koeffizienten «, die Werte (115) einsetzen. 
Für 8,’ erhält man einfach: pw 


N 


N(N+ 2) 2 
= — 


oder in erster Näherung, indem wir noch N durch o ersetzen: 
(118) | 
Weiterhin bekommt man: “Es eh 


(119) = — = — cos2efy, 


d.h. rein imaginär, so daß 8,’ in erster Näherung keinen Bei- eas 


trag zum Resultat liefert. 
Schließlich muß noch 8,’ berechnet werden, was ein wenig 


mehr Überlegung Definieren wir vorübergehend 


einen Winkel zt,’ durch die Formel 


(120) cos = ait 


und analog mit (110) die Funktion /,’ durch die Gleichung 


(121) fo = sin tT,’ — r, cos T,’, 


so wird, wie der Vergleich mit (115) zeigt: gruen gaonoley, 
122) = -ietien), 
Unter Benutzung dieser Werte erhält man dann: 

= 
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| en Nun ist nach (120) und (109) für große Werte von o der 
RER A Wert von cost,’ sehr wenig von cost, verschieden. Schreibt (12 
man deshalb 
Se so erhält man, indem man cost,’ nach Potenzen von Ar, ent- D 
wickelt: 4 
c08 7, = 6087, — Ar,sinz, = att, 
4 - woraus mit Rücksicht auf (109) folgt: 4 1 Be 
1 die 
125 sint, =——.- 
: Entwickelt man ebenso f, nach Potenzen von Ar,, 80 ers 
Sr erhält man mit Rücksicht auf die eben angegebene Beziehung: 
12 
fo — fo nein =— =, 
int = was, in (123) eingesetzt, diese ei; überführt in da 
man diesen Wert in 8,’ ein, so wird 
n(n+2) 1 n(n + 2) un 
m 5-15 n+1l 
1 1 
Da N sehr groß ist, kann man für die erste Summe auch 
schreiben: tri 
| ı 1% 1 N(N+1) Es 
vo) 
oder, indem man das letzte Resultat wieder nur in erster mi 
 Näherung mitnimmt und N durch ersetzt: de 
hays 1 n(n + 2) 4 
1 
ans: In der zweiten Summe von 8,’ heben wir zunächst wieder 
wie in der ersten den Nenner n+1 gegen den Faktor n+2 sel 
we 


des Zählers weg und schreiben dann n+} statt n, was alles 
gestattet ist, solange das Schlußresultat nur die höchste Potenz 


| 
801 
4 


0 


er 
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yon o enthalten soll. 
multiplizieren und dividieren, erhalten wir mit Rücksicht auf (109) 


N N 
1 n(n +2) cos21, 


1 1 


Da nun t, sich nach (109) wegen des vorausgesetzten großen 
Wertes von o nur äußerst langsam mit wachsendem n ändert, 
so liegt es nahe, die letzte Summe als Integral aufzufassen. 
Bedenkt man, daß die kleine Größe 1/9 mit der Zunahme Ar,, 
die z, beim Übergang eines Reihengliedes zum nächsten er- 
fährt, verknüpft ist durch die Formel (125), so erhält man in 
erster Näherung aus (129): F 


N 

2 

(129) > cos 27, = cos 2 t, cost, sint,dt,, 
1 


0 
da z, nach (109) von einem Werte nahe gleich 2/2, bis zu 
einem Werte nahe gleich 0 geht, während n von 1 bis N 
läuft. Das Integral verschwindet, so daß wir erhalten __ 
und damit nach (124): 
1181) 
Dieses ist derselbe Wert, den man auf Grund der geome- 
trischen Optik findet, und den auch Schwarzschild angibt. 
Es sei noch hervorgehoben, daß man in der obigen Rechnung 
die Näherung leicht weiter treiben und so das Resultat ver- 
vollständigen kann, was nach sonst üblichen Methoden eine 
mühsame Berechnung der Beugung an der Kugel auf Grund 
des Huyghensschen Prinzips erfordern würde. 


$15. Der Grenzwert des Lichtdruckes für kleine Wellenlängen 
bei dielektrischen Kugeln. 

Die Rechnung für dielektrische Kugeln verläuft nach dem- 
selben Schema wie im vorigen Paragraphen, ist aber um etwas 
weniger einfach, da ja das Schlußresultat keine Konstante, 
sondern eine Funktion des Brechungsexponenten » werden muß. 


N 4 
€ > + cost, cos2r 
2 - 0 


Indem wir schließlich noch mit o? Er 


| 
tz 
r 
3 
tae 
| 
h 
=, 
9 


beiden Größen und a,” zu 
| vn (» — Sr’ (0) Wu Q) ( Ve) 
| (Q) un — Wn’ (0) Yn (” 

v Sn (0) Wn’ (¥ 0) — Sn’ (0) Wn’ (v0) 
in denen jetzt wieder wie im vorigen Paragraphen die Funk- 
tionen %,, %,', &, durch ihre dort angegebenen Näherungen 
4" ersetzt werden sollen. Dem Umstande entsprechend, daB unsere 
Funktionen mit den zwei verschiedenen Argumenten o und vo 
vorkommen, hat man drei verschiedene Fälle zu unterscheiden, 


nämli 


3. o<vo<n+t. 
Wir werden sehen, daß man für eine erste Näherung nur 


he er den Fall 1. näher in Betracht zu ziehen braucht. 
Man definiere zwei Winkel tr, und r, durch die Form 


1 1 £ 
(188) cost) cost, 
Q 


ae 5 die beide reell sind und zwischen 2/2 und 0 angenommen 
werden sollen, solange bow. att kleiner als 1 ist, die 
andererseits negativ werden, sobald 
bzw. den Wert 1 übersteigt. Mit diesen Ab- 
Sa Kürzungen erhält man dann aus den in § 14 angegebenen 
 Näherungen im Falle 1: 


11608 (¢ fy 00s @ *) —vsin = fo+ 2) 


(134) «,! 
Falle 2: 

“4 N exis! 


184 sin 1, cos +) sin r, 008 (vefi- 7} 


4 


sin T, Cos +) + ty sin r, cos ren- 


im Falle 3: 


if 


hee Aus (61) folge den hier betrachteten Fa 0) di 
> | 
( 
x 
fi 
si 
fü 
a 4 dı 
= 
dt 
Be ei 
ko 


wenn man ähnlich wie früher die Abkürzungen benutzt: 


(135) sinz, — COS T, h = tT, — T, COST,. 


1., 2., 3. die analogen .. 


sin tz, cos (0 cos (re sin 7, =) =) 


= 
m 
- 
5 
~ 
- 
x 
=> 
+ 
5 
4 
+ 
° 
a 
Om 
x 
=f 


vsin T, COS +) — isin 7, cos *) 


ash. sin r, Cos 2) + isin z, cos 

186”) a,” — y sin — SID T) | 


y gin T, + sin 


Im Falle 1. sind z,, r, und damit f,, f, reell, die Größen er: 
und @,? also endlich und alle von derselben GréBenord- 
nung; im Falle 2. ist z, und fı noch immer reell, tr, und f, 
dagegen imaginär, und zwar, wie auf p. 120 gezeigt wurde, so, 
daß if, negativ reell ist; mit zunehmendem o verschwinden 
also jetzt «,! und @,? exponentiell. Schließlich sind im Falle 3. 
D beide Größen *. und T, negativ imaginär, so daß auch hier 
e «@,' und «,? exponentiell verschwinden für große Werte vone. 
N Wir schließen demnach wie in § 14, daß wir eine erste Näherung — 
| für den Lichtdruck erhalten werden, indem wir statt der un- — 
endlichen Reihen $ die endlichen $’ von 1 bis N gehenden 
n substituieren (vgl. (116)), wobei N +4 <o<N+32. 
Zunächst wollen wir nun die Formeln (134) und G88) 
ı für @,! bzw. «,? etwas übersichtlicher schreiben. Ersetzt man 


4 doar * 4 een as 


einigen leicht ersichtlichen Umstellungen im einzig in Betracht 


, 
Fällen 
= 
2 
% 
- Br 
- 
2 
1, 
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2ivof, 
1— 


1+ ire 


2iveh 


1 1-—ine 


— 


a |" _ wenn man r, und r, definiert durch die Formeln: 


vsin 7, — sin sin — vsinz, 
1 vsinz+tsinz sin + t, 
Die Formeln (138) erinnern sofort an geometrisch-optische Ver- 
_ hiiltnisse; die Größen r,, 7, sind nämlich nichts anderes wie die 
bekannten Fresnelschen Reflexionskoeffizienten fiir senkrecht, 
bzw. parallel zur Einfallsebene polarisiertes Licht, das auf eine 
Platte vom Brechungsexponenten » auffällt unter dem Ein. 
fallswinkel 1/2 — z, (gegen die Normale gemessen). Man sieht 
dieses ohne weiteres ein, wenn man noch bedenkt, daß nach 
den Definitionsformeln (133) die Winkel r, und z, miteinander 
verknüpft sind durch die Beziehung: 
(139) COST, = vcost,. 
Unter Anwendung dieser Beziehung kann man den Refle 
___ koeffizienten r, bzw. r, noch die geläufigere Form geben: 
te (t) — sin — 7%) 
ae. Bekanntlich sind beide Größen für das in Betracht kommende 
oe Intervall 1/2 = r,= 0 stets dem absoluten Betrage nach kleiner 
wie 1; überdies verschwindet in diesem Intervall r, einmal, 
nämlich dann, wenn z,+r,=n/2, oder anders geschrieben, wenn 
tgz, = 1/v (Polarisationswinkel), während r, stets einen end- 
lichen Wert hat. Kurven für die Abhängigkeit der Reflexions 
: _ koeffizienten vom Einfallswinkel finden sich z. B. bei M. E 
Mascart.') 
5 Das alien über die absolute Größe von r, und r, Gesagte 
legt es nahe, unsere Koeffizienten «,! bzw. @,? nach Potenzen 
von ir, e-?ireh bzw. ir,e-?ireh zu entwickeln; man erhält: 


ezich 


p=oo 


p=0 


1) M. E. Mascart, Traité d’optique 1. p. 404. Paris 1891. 


x 


4 : 9 ‘ 
4 18 ı | 
% 
ar 
G 
W 
de 
(I 
E We 
3 be 
4 de 
q (1 
de 
q - 
( 
wi 
ge 
7 ze 
scl 
de 
er] 
(1. 


Lichtdruck auf Kugeln von beliebigem Material. 127 = a 
+ erieh 
— 1,2 
p=0 

Für die weiteren Überlegungen eignet sich diese Form 
am meisten. 

Wir schreiten jetzt zur Berechnung des Lichtdruckes auf = 
Grund von (94), wobei die endlichen Summen 8, 8,8, 
welche an Stelle der unendlichen &,, 8,, 8, getreten, durch 116) 
definiert sind. 

Aus (140) und (140’ folgt: 
(141) 
wo der Rest 2 aus einer unendlichen Summe von Gliedern _ 
besteht, von denen jedes einzelne mit einer Exponentialfunktion 
der Form 
(142) 
multipliziert ist. Da nun o eine große Zahl bedeutet, schwankt 
der reelle Teil dieser Exponentialfunktion sehr oft zwischen 
+1 und —1, während der Summationsindex n unserer Summe 
(116) die vorgeschriebenen Werte von 1 bis N durchläuft, da | 
währenddessen /, von 1 bis 0 und f, von 1 bis 


Vı-4 - — arccos 


geht, wie die Definition (136) von f, und f, ohne weiteres 

zeigt. Wir schließen daraus, ebenso wie bei der üblichen Ab- 

schätzung des Restes einer Fourierreihe, daß wir den Beitrag, A 
den R zur Summe &,’ liefert, vernachlässigen können), nd = 
erhalten. wie in (118) als Grenzwert für sehr one: o 


N 


1 


Zunächst folgt jetzt die Summe $,’, von der wir zeigen 
wollen, daß sie in der verlangten Näherung keinen Beitrag zum 
Resultat liefert. Aus (140) und (140°) folgt: 


1) Offenbar entspricht der Beitrag von R der Wirkung des ge- Be 
beugten Lichtes, welcher also hier entgegen dem bei kleinen Kugeln ge- 
fundenen Verhalten erst in zweiter Ordnung in Betracht zu ziehen wäre. 


s 
ig 
q 
| 
’ 
e 
it 
h 
ge 
de 
er 
il, 
on 
d- 
E. 
te 
en 
It 
er . 


128 
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p=co 


n 4 4 
p=0 
oder auch 


l-r, 


wo R wieder einen Rest bedeutet, der nur aus Gliedern be- 
steht, von denen jedes mit einer Exponentialfunktion der 
Form (142) multipliziert ist. Genau so wie oben schließen wir 
zunächst wieder, daß der Einfluß von # neben dem des ersten 
Termes von (144) verschwindet, und erhalten: 3 


N 
2 4 ına+1l) I-nr 
1 


Da sowohl |r,j wie |r,| stets kleiner wie 1 bleiben, so ist 
der Ausdruck 


2 

für jeden beliebigen in Betracht kommenden Wert von n stets 
endlich, so daß (für große Werte von N=o) die Summe 8, 
von der Größenordnung ist 

Betracht 
wie man leicht einsehen kann.!) Neben der Summe $,’, welche 
für große Werte von g wie o? unendlich wird, ist also &,' zu 
vernachlässigen. 

Schließlich kommen wir jetzt zur dritten Summe, die einen 
von » abhängigen Beitrag liefern wird. Zunächst folgt wieder 
nach (140): 

4 4 
+ e2ie(h’—f) e- n 


p=0 


Ay = 4 + — fo 1 


4 1 ’ 


1) C und C’ bedeuten nicht näher bestimmte endliche Konstanten. 
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wenn wir einen Rest R von der in den beiden vorigen Fällen — 
betrachteten Art überhaupt nicht mehr hinschreiben und de __ 
Funktionen f, und f,’, bzw. die zugehörigen Winkel z, undz,’ 
analog mit (121) usw. definieren durch die Formeln: : 

w+4 
(148) | cost, = ——» 
| fi, =sint, —r,cosz,, fi =sint,’ —t,'cost,’. 
Für das Produkt a, «},ı findet man ebenso: Weta 

4 4 

Die Größen f,’—f, bzw. f,'—f, sind von der Größenordnung 
1/0, wir mußten deshalb diejenigen Exponentialfunktionen, bei ae 


An = 


denen allein f,’—f, bzw. fi —/, im Exponenten vorkam, bei- 
behalten. Es ist nämlich, wenn wir setzen 

(150) 

nach (123) 

(151) sin t, =— sint, At, =— 

und demnach (vgl. 126)): 


(152) 


9 


Durch Einsetzen dieser Werte erhalten wir schließlich: sh at 


m 
— 


+ % 


1 


Mit diesen Ausdrücken gehen wir jetzt in 8, ein und be- 


kommen 
N 

1 (n + 2) = 

nn+?2 

1 


1-—7,%e 


N 
1 n(n+2) _>; 
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und ebenso für die zweite: 


Für die erste Summe von 8,’ ergibt sich ohne weiteres: 


N 
(155) + S 
1 


n+1 


die zwei übrigbleibenden Summen formen wir wie in § 14 in 
Integrale um und erhalten so für die erste au: 


156) 

erin 

+ (1 —7r,?) | SIN COS T, dt, 


1 -r?e 


(156’) 
[| 
| r,? + (1 — eine cos tT, dt,. 
2) rate 0 0 
Unter Benutzung der so definierten Abkürzungen J, (v) und 
J,(v) schreibt sich jetzt unsere Formel (94) für den Licht- 
druck unter Berücksichtigung von (143) und (155): | 
(157) = 1 = J, — J, (9). 
An der endgiiltigen Formel (157) wollen wir nun zunichst die 
beiden Grenzfälle »=1 und »=oo verifizieren. 
Für »=1 wird nach (133) t,=7,, so daß die beiden 
Reflexionskoeffizienten r, und r, nach (138) oder (196) ver- 
schwinden. Aus (156) und ( folgt dann 


a/2 
J (v) = in t, cost, dt, = 


und damit nach (157) 7 


wie es sein muß. 

Für »=00 werden sowohl r,? wie r,? beide gleich 1, wie 
z. B. die Formeln (138’) ohne weiteres zeigen, wenn man für 
t, den jetzt im ganzen Integrationsintervall gültigen Wert 2/2 
substituiert. So bekommt man: 
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Lichtdruck auf 


a2 
(v) = cos sin t, cost, dt, = 0, 
0 
M® _ 
W 
ein Resultat, das in § 14 schon direkt fiir die vollkommen 
reflektierende Kugel erhalten wurde. 

Um die Integrale J,(v) und J,(v) für beliebige Werte 
von v zwischen 1 und oo zu bestimmen, scheint es am besten 
zu sein, dieselben graphisch auszuwerten; auch dieses Ver- 
fahren ist indessen nicht gerade elegant durchführbar. Ich 
habe in dieser Weise die betreffenden Integrale für einige 
Werte von » berechnet und erhielt so die Kurve der Fig. 10, 
die unsere Größe M(2)/W auf Grund von (157) in ihrer Ab- 
hängigkeit vom Brechungsexpo- 
nenten » veranschaulicht. Daß 
auch die Rechnung nach den MER 

W 
Gesetzen der geometrischen 


Optik schließlich die Näherung . 
(157) liefern wird, scheint mir ath 


ohne Zweifel, es würde dabei wes 


das Resultat entsprechend den 2 
unendlich vielen zu beriick- Fig. 10. 
sichtigenden Reflexionen und 

Brechungen zunächst in Form einer unendlichen Reihe er- 
scheinen, die sich mit der Summe von (156) und (156’) iden- 
tisch erweisen dürfte. Einfacher wie die obige wird diese 
Rechnung kaum werden. 


§ 16. Zusammenhang zwischen Lichtdruck und Eigen- 

schwingungen. 

In § 9 wurde gezeigt, daß der Lichtdruck auf einen Dipol 
ein Maximum erreicht, wenn die Schwingungszahl der auf- 
fallenden Welle übereinstimmt mit seiner Eigenschwingungs- 
zahl. Bekanntlich besitzen nun unsere den Rechnungen in 
den früheren Paragraphen zugrunde gelegten Kugeln auch das 
Vermögen, elektromagnetische Eigenschwingungen auszuführen, 
deren Periode und Dämpfung in § 5 einer genaueren Betrach- 
tung unterzogen wurde. Es fragt sich nun, ob nicht ähnliche 


ry, 


. 


> 


“ae 
IR 
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Verhältnisse wie beim Dipol auch bei den Kugeln auftreten 
werden, und ob insbesondere das Auftreten der Maxima in 
den Kurven für M(2)/W mit den Eigenschwingungen in Zu- 
sammenhang stehen könne.) Wir werden sehen, daß dieser 
Zusammenhang im allgemeinen nur verwaschen hervortritt, 
daß er sich aber ausgesprochen bemerkbar macht, sobald die 
Eigenschwingungen nur wenig gedämpft sind, wie das bei 
dielektrischen Kugeln großer Dielektrizitätskonstante zutrifft. 
Überdies gestatten die betreffenden Überlegungen einen vor- 
züglichen Einblick in den Mechanismus der zur Lösung unserer 
Aufgabe benutzten Reihenentwickelungen. 

Wir betrachten irgendeine mögliche Eigenschwingung 
unserer Kugel, die wir durch den Wert des zugehörigen Poten- 
tials JJ charakterisieren wollen (aus dem ja nach (5) bzw. (5) 
die betreffenden Feldkomponenten durch Differentiation ge- 
wonnen werden kénnen). Dasselbe ist dann gleich dem Pro- 
dukte einer Funktion von r mit einer allgemeinen Kugelfunktion. 
Ist nun das Potential der auffallenden Welle auf unserer Kugel 
gemäß derselben Kugelfunktion verteilt, so werden wir auch 
noch das hinzukommende Streufeld proportional dieser Kugel- 
funktion setzen können. Dasselbe wird indessen nicht mehr 
wie bei der Eigenschwingung abklingen, sondern in demselben 
Tempo wie das auftreffende Feld schwingen, während seine 
Amplitude eine Funktion der Schwingungszahl wird, die für 
Frequenzen in der Umgebung der Eigenfrequenz einen maxi- 
malen Wert annimmt. Nach § 4 und 5 bringen die Formeln 
das folgendermaßen zum Ausdruck. Ist die auffallende Welle 
z. B. gegeben durch das Potential 77: (vgl. (28)), so daß 

2n +1 
(158) = k2 n(n+1 
so zeigen (29) und (33), daß das hinzukommende Streufeld im 
Außenraum bestimmt wird durch das Potential ZZ, der Gleichung: 


(159) =— &,(k,r) P,1 (cos 9) cos p 
mit (vgl. (61)) 


(160) Yn Wa’ (Kia) — ka Wr’ (Kea a)x; Wr 
(ka a) ki Un (ki a) ka (ka a) x} Wn (k; a) 7 


) (A, r) (cos 9) 


1) Vgl. die ähnlichen Überlegungen zur Frage der optischen Reso- 
nanz von F. Pockels, Physik. Zeitschr. 5. p. 152. 104. 


of. aa ai. 


182 
| 
er | 
( 
a ( 
i 
i 
AN 
| 
— | 
| | 
| 
5 | 
RT 


Die komplexe Größe «,! bestimmt demnach Amplitude und 
Phase des Streufeldes. Nun fanden wir aber in § 5 als Be- 
dingung für die Möglichkeit einer Eigenschwingung die, dab 
der Nenner von (160) verschwindet; aus dieser Gleichung folgte 
dann k,a als komplexe Größe, die mit ihrem reellen bzw. 
imaginären Teil Schwingungszahl bzw. Dämpfung der Eigen- 
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schwingung bestimmt. In unserem Falle ist nun k,a = 2a T 


durch die auffallende Welle bestimmt, und zwar als reelle 
Größe, da wir als auffallende Welle eine ungedämpfte Schwin- 
gung ansetzen; da wir andererseits in § 5 fanden, daß die 
betreffende Bedingungsgleichung nur komplexe Wurzeln hat, 
d.h. daß die Eigenschwingungen der Kugel stets gedämpft 
sind, so kann der Nenner in (160) für keinen einzigen reellen 
Wert von k,a verschwinden. Die Amplitude der erregten 
Schwingung bleibt also stets endlich. Je nachdem die Dämpfung 
klein oder groß ist, müssen die durch & gemessenen Maxima 
der erregten Amplitude bei Frequenzen liegen, die sehr nahe 
oder nur in der weiteren Umgebung der Eigenfrequenz zu 
suchen sind. Nach (66) ist der Lichtdruck unmittelbar durch 
die Koeffizienten « bestimmt, halten wir z. B. fest an (158) als 
Potential der einfallenden Welle, so würden wir einfach erhalten 
72 

Re]; 

Formel (161) zeigt demnach, wie unter den obliegenden Ver- 
hältnissen ein maximales Mitschwingen auch in gewissem Sinne 
einen maximalen Wert des Lichtdruckes bedingt. Haben wir 
beispielsweise als Potential der einfallenden Welle (158) mit 
n=1, und beschränken wir uns zunächst auf den Fall der 
vollkommen reflektierenden Kugel, so erhalten wir nach (67): 
*) 


(161) 


und nach (66) exter 


[y,’ (oP 


Die rechte Seite von (163) ist in Fig. 11 als Kurve (1) ein- 
getragen; sie sieht in ihrem anfänglichen Verlauf der Kurve 
für den Lichtdruck bei einer ebenen einfallenden Welle (vgl. 
Fig. 6) ganz ähnlich. Für größere Werte von o zeigt sie in- 
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dessen ein ganz abweichendes Verhalten, indem sie für solche 
Werte o, für die w,’(o)= 0 ist, die Abszissenachse berührt, 
während zwischen zwei solchen Berührungen immer eine mit 
wachsendem go abnehmende Erhebung folgt. Was weiter die 
Lage des Maximums betrifft, so gilt für dasselbe o=1jl, 
während nach Tab. I auf p. 75 die betreffende Eigenschwingungs- 
zahl der vollkommen reflektierenden Kugel gegeben wird durch 
o = 0,86. 

Bis jetzt haben wir noch immer vorausgesetzt, daB das 
Potential der einfallenden Welle durch (158) dargestellt wurde, 


| 


2 ine 


da, 

Fällt indessen eine ebene Welle auf unsere Kugel, so besteht 
das „elektrische‘‘ Potential aus einer unendlichen Summe von 
Gliedern der Form (158) (vgl. (28)), während neben diesem 
Potential noch das ähnlich gebaute „magnetische‘ (vgl. (28')) 
zu berücksichtigen ist. Beschränken wir uns in den betreffen- 


den Reihen je auf das erste Glied, so gilt 


wobei nach (67): 
(164) gpd gta 


Die rechte Seite von (163) ist in Fig. 6 als Kurve (2) ein- 
getragen, auch diese zeigt in ihrem Anfangsverlauf das charak- 
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teristische Maximum. Wenn nun auch klar ist, daB bei re 
wachsenden Werten von o die ersten Glieder der Reihen (28) t 
und (28°) zur Darstellung der „auffallenden‘ Potentiale immer 
weniger ausreichen (ein Umstand, der bei o=1 schon ziemlich 

stark hervortritt, so kann man doch das Maximum der 
Lichtdruckkurve wohl erklären durch die Annäherung der 
Schwingungszahl der auffallenden Welle an die Eigenfrequenz 

der ersten elektrischen Eigenschwingung. Viel deutlicher wie 

im eben betrachteten Falle vollkommener Reflexion wird der 
Einfluß der Eigenschwingungen bei den rein dielektrischen 
Kugeln. In 85 erhielten wir schon für letzteren Fall das 
eigenartige Resultat, daß solche Kugeln Eigenschwingungen 
besitzen, welche um so weniger gedämpft sind, je größer der 
Brechungsexponent » wird, währenddem zugleich die Eigen- 
wellenlänge sich stetig der Null nähert. Offenbar liegen also 

bei großen Werten von » die Verhältnisse sehr günstig für 

ein starkes Hervortreten der Eigenfrequenzen. Das erste Bei- 2 
spiel lieferte uns in § 12 die Lichtdruckkurve für v=2. Ob- 
wohl » nicht gerade groß ist, liegen doch die für die 4 er 
druckkurve bei o=1,6, o= 9, 2 und o=2,8 gefundenen drei 

ersten Maxima in unmittelbarer Nähe der nach Tab. II, p.77 

und Tab. III, p. 78 für die Eigenschwingungen gäfundenen 
Werte von o. Für die drei magnetischen Eigenschwingungen . 
kürzester Wellenlänge ist nämlich 9 = 1,55, 0=2, 25, o= 2; 9, 


PS 


v=2,25 und o= 2,85. N Viel ausgeprägter noch wird der 
Zusammenhang bei größeren Werten von ». Nimmt man z.B. 
v= 10, so ist das erste Maximum nach Tab. III zu erwarten bei 
0=0,31. Tatsächlich ist nun für kleine Werte von o nach § 2: 
(g) 
so daß nach § 5 der Nenner von Y, und Z, in (102) in erster 
Näherung nicht von dem zur Berechnung der elektrischen 
Eigenschwingungen gleich Null zu setzenden Ausdruck ver- a 
schieden ist. ae wird Z =co bei o = 0,31 und 
damit nach = 1, 6,27=0. Vernachlässigen wir 


1) Es ist nach dem obigen nicht unmöglich, daß sich das zweite 
und dritte Maximum noch als doppelt erweist. 
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d. h. sehr viel größer wie für vollkommene Reflexion. Zu- 
gleich wird die Breite dieser Erhebung der Lichtdruckkurve 


- Außerst klein. In zweiter Näherung gilt nämlich für die Um. 


so daß wir in unserem Falle erhalten: 


gebung eines Punktes 9 =, in dem der Nenner von Z, ver. 
schwindet 
1 1 


n (Qo) Q% a 


0l 
£ 


stipendi 


El — (v?—1) (09)(@ — = 62 [1— 10° (0 0,2]. 


Der Lichtdruck sinkt hiernach auf die Hälfte in dem Bereich 
von o=0,31 bis o= 0,31 +0,7.1073%, Auf diese erste Er- 
hebung folgen neue Maxima, welche den folgenden Eigen- 
_ schwingungen entsprechen. Steigt » stetig weiter, so rücken 
die Maxima immer näher an den Nullpunkt heran, wobei sie 
zugleich enger und höher werden. Für » = oo bildet also der 

_ Nullpunkt eine Häufungsstelle, wie schon in § 12 hervorgehoben 
wurde. Die Schwarzschildsche Kurve für vollkommene Re- 
flexion definiert in der Nähe des Nullpunktes sozusagen den 
Ort der unendlich vielen Minima. Ob den obigen extremen 
Werten für den Lichtdruck eine praktische Bedeutung zu- 
kommt, ist allerdings fraglich, da einerseits so große Brechungs- 
exponenten ohne gleichzeitige Absorption nach unseren bis- 
herigen Erfahrungen in der Natur nicht vorkommen und 
andererseits die Absorption im Sinne einer starken Abflachung 
der betrachteten unregelmäßigen Erhebungen wirken wird. 


Zum Schlusse sei es mir gestattet, auch an dieser Stelle 
meinem hochverehrten Lehrer Hrn. Prof. Sommerfeld zu 
danken für die rege Anteilnahme, die er meiner Arbeit stets 
entgegenbringt. 


München, Math.-phys. Sammlung. 


(Eingegangen 30. Mai 1909.) 
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3. Erzeugung 
positiver Strahlen durch ultraviolettes Licht; 
von H. Dember. 


| 


Die von E. Goldstein im Jahre 1886 in Geisslerschen 
Röhren bei niedrigem Gasdruck entdeckten Kanalstrahlen sind, 
wie W. Wien gezeigt hat, positiv geladene Teilchen, die aus 
dem Raum zwischen Anode und Kathode kommend, die durch- 
löcherte Kathode durchfliegen und hinter ihr durch photo- 
graphische Wirkung, Fluoreszenzerregung usw. nachgewiesen 
werden können. Über die Entstehungsart und den Ursprungsort 


Kathodenmetall stammen. Eine zweite Anschauung, die bis 
jetzt experimentell am besten gestiitzt worden ist, vertreten 


besonders Wehnelt*) und Stark.5) Danach entstehen die R 


Kanalstrahlen durch Stoßionisation der Kathodenstrahlen mit 
den Gasmolekeln zwischen der Anode und der Kathode. Die 
hierbei gebildeten positiven Ionen oder positiven Träger be- 
kommen unter der Einwirkung des Feldes — des Kathoden- 
falles — eine gewisse kinetische Energie, fliegen auf die 
Kathode zu und setzen ihre Bahn nach dem Durchfliegen der 
Durchbohrungen (Kanäle) hinter der Kathode fort. Gehrcke®) 


vertritt ebenfalls die Ansicht, daß die Kanalstrahlen großer a . 


1) Dresdener Habilitationsschrift. 
2) E. Riecke, Göttinger Nachrichten p. 137. 1898. 


3) P. Ewers, Wied. Ann. 69. p. 167. 1899. Ausfiihrliche ER : 


angaben vgl. bei P. Ewers, „Stand der Forschung über die positiven — 
Strahlen“ im Jahrb. f. Radioaktivität u. Elektronik III. p. 291. 1906. 
4) A. Wehnelt, Wied. Ann. 67. p. 421. 1899. 
5) J. Stark, Ann. d. Phys. 13. p. 375. 1904. 
6) E. Gehreke, Physik. Zeitschr. 7. p. 181. 1906. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 30, 
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H. Dember. 

Masse aus dem Kathodenmetall stammen. Nach Gehrcke 
verlassen, insbesondere bei leicht zerstäubenden Metallen, 
neutrale Metallteilchen die Kathode und unterliegen sofort 
nach dem Verlassen des Metalles der lichtelektrischen Wirkung, 
d. h. sie verlieren durch die ultraviolette Strahlung der leuch- 
tenden Entladung ein oder mehrere Elektronen, bleiben positiv 
geladen hinter diesen zurück und werden vom Felde in der 
entgegengesetzten Richtung beschleunigt. 

Die Erkenntnis der positiven Strahlen wurde in den 
letzten Jahren wesentlich durch die Arbeiten von W. Wien?) 
gefördert. Nach seinen Beobachtungen kann man die Kanal- 
strahlströmung in Gasen als gebildet ansehen von Trägern 
beiderlei Vorzeichens und von neutralen Gasmolekeln. Es ist 
in der Hauptsache ein „Dissoziationsprozeß zwischen Atomen 
und Elektronen“, bei dem immer der gleiche Bruchteil der 
für die Stromleitung in Betracht kommenden Gasteilchen ge- 
laden und neutral ist. Danach besteht also ein Kanalstrahl 
aus wandernden positiven, negativen und neutralen Gasteilchen 
und je nach der Flugdauer, welche die positiven Träger hinter 
sich haben, werden sie von einem magnetischen Felde mehr 
oder weniger stark abgelenkt und zeigen so eine spezifische 
Ladungsdichte, die in weiten Grenzen schwankt. Wien?) hat 
auch die Ablenkbarkeit eines Kanalstrahlbündels im Vakuum 
untersucht. Er läßt die positiven Strahlen, die bei höherem 
Gasdruck erzeugt worden sind, durch eine Kapillare in ein 
Entladungsrohr eintreten, das nach dem Dewarschen Ver- 
fahren auf einem niedrigen Druck gehalten wurde. Das quali- 
tative Ergebnis war das gleiche. Es fand auch in diesem, 
auf solche Weise evakuiert gehaltenen Raum eine Regeneration 
der positiven Träger statt, nachdem im magnetischen Felde 
ein Teil davon dem Kanalstrahlstrom entzogen worden war. 
Diese wertvollen Untersuchungen, die einen Einblick in den 
Mechanismus der positiven Strahlung gestatten, wenn die Fort- 
pflanzung auf einem Teil der Bahn im Gase stattfindet (hier 
im Entstehungsrohr und in der Kapillaren) geben keinen Auf- 
schluß über die Entstehungsweise der positiven Strahlen an 


1) W. Wien, Kgl. bayr. Akad. der Wissensch. 38. Heft 1. p. 55- 
1908; Ann. d. Phys. 27. p. 1025. 1908. 


2) W. Wien, Le. 
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ein Produkt der StoBionisation der Kathodenstrahlen oder 
auch der negativen Träger mit den Gasresten sind. Sicher 
scheint zu sein, daß bei den selbständigen Entladungen ein 
großer Teil der positiven Strömung aus Ionen besteht, die 
durch StoBionisation entstanden sind. Ein experimenteller 
Nachweis von positiv geladenen Teilchen, die nur aus dem 
Metall stammen können, liegt noch nicht vor. 
Der Grund hierfür mag vielleicht darin gesucht werden, 
daß bei den bisherigen Beobachtungen an positiven Strahlen 
in Geisslerschen Röhren die Evakuation nur bis zu einem 
gewissen Grade getrieben wurde (ca. 0,0001 mm Quecksilber), 
weil sonst die eine Entladung hervorbringende Potentialdifferenz 
an den Enden des Rohres mit der Influenzelektrisiermaschine 
oder dem Induktorium nicht erzwungen werdenkann. Eine Tren- 
nung der den Kanalstrahlstrom tragenden Teilchen in diejenigen, 
die etwa aus dem Metall selbst kommen, und in solche, die . 
durch StoBionisation oder Dissoziierung gebildet sind, rscheint 


daher wegen der Gasreste bei der selbständigen Entladung = 


nicht möglich zu sein. Dasselbe gilt für die Entladung unter 
Benutzung der von Wehnelt!) zuerst gebrauchten Oxyd- Dr 
kathoden, an denen ebenfalls positive Strahlen bei weitgehen- 
der Evakuation . beobachtet worden sind.) Die aus den 
Wehneltkathoden sich entwickelnden Gase bilden um diese 
gleichsam eine Gaswolke, und tatsächlich konnten Wehnelt 
und Jentzsch das Auftreten von positiven Strahlen erst bei 
einer Potentialdifferenz von etwa 25 Volt beobachten. Nach 
neueren Messungen von v. Baeyer?) genügen aber für die aus 
Oxydkathoden austretenden Elektronen eine frei durchlaufene 
Potentialdifferenz von 10 Volt, um die erforderliche Energie 
aufzuspeichern, die zur StoBionisation nötig ist. Einen fast 


1) A. Wehnelt, Sitzungsber. Erlangen p. 150. 1903; Ann. d. Phys. | 
14. p. 425. 1904. 

2) A. Wehnelt u. F. Jentzsch, Ber. d. Dtsch. Phys. Gesellsch. 6. 
p. 603. 1908. 

3) O. v. Baeyer, Ber. d. Dtsch. Phys. Gesellsch. 6. p. 96. 1908; 
Physik. Zeitschr. 10. p. 168. 1909. . 
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H. Banken. 


gleichen Wert wie v. Baeyer hat Lenard!) für die licht- 
elektrischen Kathodenstrahlen gefunden. Er mißt für diese 
Grenzgeschwindigkeit (Ionisierungsspannung) eine Mindestgröße 
yon etwa 11 Volt. Die sonst in der Literatur enthaltenen 
_ Werte schwanken zwischen 2,57) und 175°) Volt. Wobei jedoch 
eine Häufungsstelle der von verschiedenen Forschern ge- 
messenen Werte in der Nähe von 30) Volt liegt. 

In den folgenden Messungen, die vor allem zeigen sollen, 
_ inwieweit die früher von mir gefundenen lichtelektrischen 
 Kanalstrahlen 5) der StoBionisation im Gasraume oder einer 
direkt aus dem Kathodenmetall kommenden positiven Strahlenart 
entstammen, ergab sich ein Wert für die Grenzgeschwindigkeit, 
der denen von Lenard und v. Baeyer am nächsten kommt, 
nämlich 8 Volt. v. Baeyer®) spricht die Vermutung aus, daß 
auch unter 10 Volt eine Stoßionisation möglicherweise schon 


vorhanden ist. Diese wird sich aber nur dann beobachten 


lassen, wenn die Intensität des durch StoBionisation hinzu- 


kommenden Stromes in der Größenordnung vom primären 


nicht zu weit entfernt ist. 

Eine untere Grenze für die Ionisierungsspannung kann 
man aus der Funkenspannung gewinnen. Die Funkenspannung 
zwischen Kugeln oder kleinen Platten beträgt in Luft von 
Atmosphärendruck etwa 32700 Volt/em (Heydweiller). Die 
freie Weglänge eines sehr kleinen, sehr schnell bewegten 
Körpers ist nach Maxwell 4/2 mal so groß?) wie die einer 
Luftmolekel bei gleichem Druck und gleicher Temperatur, also 
bei 20° 4.Y2.1,03.10”5cm = 5,8.10°5cm. Es muß daher 
ein Elektron mindestens 5,8.10~5.32700 Volt = 1,9 Volt frei 
durchlaufen, um die zur Ionisierungsarbeit notwendige Energie 
zu erhalten. Tatsächlich liegt auch der kleinste in der Literatur 
vorkommende Wert für die Grenzgeschwindigkeit bei 2,5 Volt.‘ 

1) P. Lenard, Ann. d. Phys. 8. p. 149. 1903. 

2) H. A. Wilson, Phil. Trans. 197. A. p. 415. 1901. 

3) E. Rutherford u. R. K. McClung, Phil. Trans. 196. p. 25. 1901. 

4) J. Stark, Ann. d. Phys. 4. p. 411. 1901; 7. p. 421. 1902. 

5) H. Dember, Ann. d. Phys. 26. p. 403. 1908. 

6) O. v. Baeyer, 1. ce. 

7) J.C. Maxwell, Phil. Mag. (4) 19. p. 29. 1860. 

8) Nach Lenard, Ann. d. Phys. 8. p. 191. 1902, übertrifft die freie 


_ Weglinge der Elektronen noch diejenige sehr kleiner Körper, welche die 
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Die folgenden Versuche zeigen nun, daß auch EEE Na 
einer die Elektronen beschleunigenden Potentialdifférens von 
1,9 Volt lichtelektrische Kanalstrahlen sich nachweisen lassen. 

Die Methode ist so gewählt, daß die Messungen gleich- 
zeitig einen Schluß auf die Geschwindigkeit der lichtelektriscen u 
Kanalstrahlen, die nicht durch Stoßionisation entstanden sein 
können, gestatten. Es ergibt sich aus dem Stromverlauf in © As 
der Abhängigkeit von der Spannung, daß zwei Arten positiver = ~~ 
lichtelektrischer Strahlen zu unterscheiden sind. u, 


In der früheren Veröffentlichung wurde die Anordnung © 
beschrieben, bei welcher die mit Kanälen versehene, vom ultra- _ 
violetten Licht bestrahlte Metallplatte an einer negativen 
Spannung lag, während der ihr gegenüberstehende Ring durch 
ein Meßinstrument geerdet war. Diese Anordnung hat vor 
einer auch schon bei den ersten Versuchen benutzten Schal- 
tung den Nachteil, daß die durch die Kanäle der Platte hin- 
durchgeflogenen positiven Strahlen, hinter der Platte, bevor 
sie in das Innere des dicht an der Platte befindlichen Faraday- 
zylinders kommen, in ein sie bremsendes Feld geraten und 
teilweise wieder auf die Rückseite der Platte zurückgezogen 
werden. Viel günstiger stellt sich die Anordnung, wenn die 
belichtete Metallplatte mit der Erde in Verbindung steht, und 
die gegeniibersitzende Anode auf ein konstantes positives 
Potential geladen bleibt. Die Metallplatte selbst schützt dann 
den hinteren Teil des Entladungsrohres elektrostatisch voll- 
kommen ab, so daß die aus dem vorderen Teil in die Kanäle 
hineinfliegenden positiven Strahlen hinter der Metallplatte (p) 
(gl. Fig. 1) in einen kraftlinienfreien Raum gelangen. Das 
mit einem großen, sehr gut schließenden Schliff versehene 
45cm weite und 34 cm lange Glasgefäß trug bei (a) einen 
10cm langen Ansatzstutzen von 3,5 cm lichter Weite. Am 
Ende des Stutzens war eine Schlifffläche angebracht, auf die iar 


Gasmolekiile nicht durchdringen können. Um aber den kleinsten még- 
lichen Wert der zu berechnen, ist darauf 
Rücksicht genommen worden. _ 
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Denker. 
gine 4mm dicke Quarzplatte aufgekittet wurde. Die licht. 


_ elektrisch empfindliche Metallplatte mit den 0,75 bis 1 mm 
weiten Kanälen saß von einem Bajonettverschluß gehalten in 
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K.R. Kanalstrahlrohr. G Drehspulengalvanometer. 
Faradayscher Zylinder. H Hittorfscher Widerstand. 
Auffangeplatte. 2 Quecksilberdampflampe. 
Quadrantelektrometer. C Kontrollzelle. 
Bronsonscher Widerstand. R Stöpselkasten (Rheostat). 
Quecksilberwippe. S Erdschlüssel. 
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der sorgfältig ausgedrehten Messingfassung (m) so fest, daß 
zwischen Platte (p) und der Fassung jederzeit ein guter Kon- 
takt bestand. Nach dem Herausnehmen des Schliffstückes (8) 
konnten die Platten mit geeigneten Drähten schnell aus- 
gewechselt werden. Die Messingfassung selbst wurde von 


einem starken Draht (d) getragen, der durch ein eingekittetes 


Stück polierten Bernsteins hindurchging. Dieser Draht war 
vgl. Fig. 2) durch eine Quecksilberwippe (W), Drehspulen- 
galvanometer (@) und Hittorfschen Jodkadmium-Amylalkohol- 
widerstand (7) zur Erde abgeleitet. Als Anode (vgl. Fig. 1) 
diente ein mit einer verschiebbaren Hülse auf den starken 


Kupferdraht (e) aufgesteckter Messingdrahtring mit einem 


Platindrahtnetz (n), Der ebenfalls durch Bernstein isolierte 
Kupferdraht führte nach 5 (der Fig. 2) zu einer Batterie von a 


220 kleinen Hochspannungsakkumulatoren. 

Hinter der lichtelektrisch empfindlichen Metallplatte wurde 
der aus Messing gearbeitete, bei g (der Fig. 1) geerdete 
Faradaysche Zylinder fest an die Wandung des Entladungs- 
rohres durch eingelegte Stanniolblätter angepreßt. Der Zylinder 


hatte eine vordere Öffnung von 1,5 cm und war 7 cm lang. © 


Die vordere Wandung war 1 mm von der Messingfassung (m) 


entfernt. Der Abstand vom Zylinder zur Platte muBte so 
gering gewählt werden, um Einflüsse von Wandladungen aus- 
zuschließen. Im Innern des Zylinders wurde die Auffange- 
platte (c) von einem 2 mm starken Messingdrahte getragen, 
der durch ein eingekittetes Stück Bernstein isoliert war. 

Das Entladungsrohr saß mit einem Schliff an einem ver- 
aweigten Glassystem und konnte durch einen Hahn dagegen 
abgesperrt werden. Direkt mit dem Versuchsrohr stand ein 
Gefäß mit Holzkohle in Verbindung, so daß beide durch die 
Quecksilberpumpe und durch ein zweites Kohlegefäß evakuiert 
werden konnten. 

Um die lichtelektrisch empfindlichen Metallplatten, die vor 
jedem Versuche mit einem scharfgeschliffenen, glasharten Stahl- 
schaber sorgfältig bearbeitet wurden, schnell — ohne daß eine 
starke lichtelektrische Ermüdung eintreten konnte — aus- 
wechseln zu können, ließ sich die Anbringung des großen 
Schliffes (8 der Fig. 1) nicht umgehen. Fettdämpfe und Dämpfe 
des benutzten Asphaltkittes waren also nicht vermieden; doch 


= 
i 
; 
Ar 
rde 
| 
43 
| 


H. Dember. 


zeigen die Versuche selbst, daß diese Dämpfe keine merkliche 
Rolle spielen, weil sie sehr rasch von der stundenlang im 
Vakuum (etwa 0,0006 mm Quecksilberdruck) ausgeglühten, auf 
die Temperatur der flüssigen Luft abgekühlten Kokosnuß- 
schalenkohle absorbiert werden. !) 

Bei den im äußersten Vakuum ausgeführten Versuchen 
stand die im Faradayschen Zylinder befindliche Auffange. 
platte mit dem einen Quadrantenpaar eines sehr empfindlichen 
Elektrometers in Verbindung. Die Papiernadel des Instru- 
mentes wurde von einem etwa 0,004 mm starken Platin- 
Wollastondraht getragen. Die auf Bernsteinsäulchen stehenden 
Quadranten zeigten eine gute Isolation. An der Nadel lag 
eine positive Hilfsspannung von 20 oder 40 Volt, die von einer 
Batterie kleiner Hochspannungsakkumulatoren geliefert wurde 
Die Empfindlichkeit des Elektrometers betrug 3576 mm/Volt 
bei einer Nadelspannung von 40 Volt und einem Skalenabstand 
von 267,5cm. Die Empfindlichkeit war durch einseitige Aus- 
schläge bestimmt, und in der gleichen Weise sind auch alle 
Messungen mit dem Elektrometer ausgeführt worden. 

Die Messung des positiven Stromes geschah gemäß der 

wobei c die Kapazität des Elektrometers und seiner Zuleitungen, 
AV die im Zeitraume At durchlaufene Potentialdifferenz, die 
aus den Elektrometerausschlägen mit Hilfe der Empfindlich- 
keit berechnet wurde, bedeutet. Es wurden meist zwei auf- 
einander folgende Ausschläge zum Mittel vereinigt. Die Kapa- 
zität des Elektrometers + Zuleitungen wurde mit Hilfe eines 
Harmsschen?) Luftkondensators ermittelt, dessen Influen- 
zierungskoeffizient 41,5cm betrug. Bei einer Nadelspannung 
von 40 Volt ergab sich die Kapazität des Gesamtsystems in- 
klusive Auffangeplatte zu 127,8 cm. 

Der negative lichtelektrische Strom, welcher von der ge- 


1) Um das äußerste Vakuum mit Hilfe der Dewarschen Methode 
erreichen zu können, ist es unbedingt nötig, die Kohle im Vakuum 
mindestens 2 Stunden lang so hoch zu erhitzen, wie es die Wandungen 
des Glases erlauben. 

2) F.Harms, Physik. Zeitschr. 5. p. 47. 1904. ee 
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erdeten Metallplatte zur Anode ging, konnte gleichzeitig mit : 
der Aufladung des Elektrometers an einem Galvanometer DER 
durch ein zweites Fernrohr beobachtet werden. Die Empfind- 
lichkeit des zur Messung dieses Stromes dienenden, von 
Siemens & Halske gebauten Drehspulengalvanometers war 
2,32.1071° Amp./mm bei 315cm Skalenabstand. 
Als ultraviolette Lichtquelle diente eine Quarzquecksilber _ 
dampflampe von Heräus in Hanau, die, an eine Akkumula-. 
torenbatterie von 90 Volt geschaltet, mit 2 Amp. und 75 Volt 
Klemmenspannung in einem Abstande von 15cm vom Ent- 
ladungsrohr brannte. Die Lampe war durch einen mit Asbest 
bekleideten Holzkasten abgedeckt, der mit einer vom Beob- — 
achtungsplatze aus betätigten Lichtklappe versehen war. Ein 
geerdetes Eisenblech schützte das Entladungsrohr vor den B 
elektrischen Einflüssen der Lampe. Da die Lampe von Zeit 
zu Zeit Intensitätsstörungen zeigte, die bis zu 5 Proz. ihrer 
lichtelektrischen Wirkung betrugen, so machte sich die Ein- br <a bie 
führung einer unveränderlichen Kontrollzelle nötig. Der im 
äußersten Vakuum im Kanalstrahlrohr fließende Elektronen- 
strom war zu klein, um sich galvanometrisch mit der erforder- oe 
lichen Genauigkeit messen zu lassen, als daß er selbst zur 
Lichtkontrolle hätte herangezogen werden können. Es wurde 
daher in einem Abstande von 26cm von der Quecksilber- 
dampflampe eine äußerst empfindliche lichtelektrische Zelle 
nach Elster und Geitel angebracht, mit einer Kaliumkathde ———_ 
im Wasserstoffvakuum. Von Temperaturschwankungen zeigte 
sich die Zelle fast unabhingig.') Ihr als Anode dienender 
Platindraht lag an einer Spannung von + 320 Volt. Der ec 
| starke lichtelektrische Strom in der Zelle wurde ebenfalls mit 
dem obenerwähnten Drehspulengalvanometer nach. Deprez- — 
! d’Arsonval in der aus der Fig. 2 leicht ersichtlichen Schal- — 
tung gemessen. 
Das Evakuieren des Versuchsrohres geschah zuerst miteiner Be 
großen Toepler-Hagenpumpe, welche mit der von Sundell)) 
angegebenen kleinen Kugel und dem U-Rohr oberhalb des 
etwa 500 cm? fassenden Rezipienten versehen war. Vom 


1) H. Dember, Ann. d. Phys. 23. p. 957. 1907. 
2) A. F. Sundell, Acta Soc. Scient. Fenn. 14. 1884; 15. 1885. 
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Gummischlauch der Quecksilberpumpe führte ein | -förmiges 
Glasstück, das zwei Hähne mit weiten Bohrungen trug, zum 
Quecksilberbehälter der durch eine Kurbel angetriebenen Pumpe 
und zu einem zur genauen Druckmessung konstruierten 
Mc Leodschen Manometer. Auf diese Weise war man be- 
quem imstande, mit demselben Quecksilberquantum beide 
Apparate zu bedienen. Außerdem bot der dem Manometer 
zunächst liegende Hahn durch geeignetes schnelles Auf- oder 
Zudrehen noch die Möglichkeit, den Quecksilberzufluß und die 
Steighöhe in den Kapillaren des Manometers zu regulieren und 
einzustellen, was durch das Sperrad des Kurbelantriebes der 
Pumpe nur in groben Stufen möglich gewesen wäre. Das 
Volumen des Rezipienten am Mc Leod wurde inklusive der 
Kapillaren durch Auswägen mit Quecksilber zu 540,7 cm? bei 
20° ermittelt. Dem Steigrohre des Manometers war, in gleicher 
Höhe wie die Rezipientenkapillare und von gleicher lichter 
Weite, eine Kapillare parallel geführt. Der innere Durchmesser 
beider betrug 1,ö5mm. ' Auf diese Weise war der durch die 
Kapillardepression bedingte Fehler möglichst heruntergedrückt. 
Die Kapillare des Rezipienten war 20 cm lang und in Teile 
von je etwa 0,02cm? eingeteili. Der oberste Volumteil der 
Kapillaren trug außerdem noch zwei weitere Teilungen bei 
0,0032 und 0,0120cm?. Die Kapillare des Steigrohres war 
mit der Teilmaschine in Millimeter geteilt und 40cm lang. 
& Der Nullpunkt dieser Teilung war ungefähr in der Mitte der 
\ Kapillaren angebracht und stimmte in der Höhe mit dem Teil- 
strich 0,012 der Rezipientenkapillaren überein. Es konnte 
so z. B. bei einer Einstellung auf den Teilstrich 0,012 
der Kapillaren des Steigrohres direkt die Zahl in Milli- 
metern abgelesen werden, die mit 22.10~° multipliziert den 
Druck gab. Die zuerst auch mit Quecksilber ausgemessenen 
beiden kleinen Teilvolumina der Rezipientenkapillaren wurden 
noch mit Hilfe des Volumens der mit größerer Genauigkeit 
ausgewogenen ganzen Kapillare unter Zugrundelegung des 
Mariotteschen Gesetzes!) durch Zusammenpressen eines ge- 


1) K. Scheel u. W. Heuse, Ber. d. Deutsch. Phys. Ges. 10. p. 785. 
1908; 11. p.1. 1909 finden, daß auch für die niedrigsten Drucke und 
es © fiir weitgehende Kompressionen das Mariottesche Gesetz giiltig ist. 
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wissen Gasvolumens und Beobachtung der Druckdifferenz korri- 
giert. Die Messung der Steighöhendifferenz in den Kapillaren 
geschah mit einem Kathetometer. 


Drucke oberhalb !/,,mm Quecksilber wurden auch mit 
dem Kathetometer an einem gewöhnlichen abgekürzten Mano- 
meter abgelesen. Das Torricellische Vakuum dieses Mano- 
meters war mit der Quecksilberpumpe soweit als möglich ge- 
trieben, sicher war der Druck kleiner als 0,001 mm, so daß 
der Messungsfehler unter 1 Proz. blieb.!) Der innere Durch- 
messer beider Manometerschenkel betrug 1,2 cm. 


Nach dem Schaben wurden die Metallplatten, an denen 
die lichtelektrischen Wirkungen beobachtet werden sollten, um 
eine Ermüdung zu verhindern, schnell in das Versuchsrohr 
eingesetzt, dieses mitsamt dem direkt angeschmolzenen Kohle- 
getäß erst mit der Quecksilberpumpe, dann mit dem zweiten, 
durch flüssige Luft abgekühlten Kohlegefäß ausgepumpt und 
schließlich wurde, um das äußerste Vakuum zu erreichen, nach 
dem Schließen des schon oben erwähnten Hahnes, 4—5 Stunden 
lang vor der Messung und auch während derselben das Ver- 
suchsrohr mit dem angeschmolzenen Kohlegefäß, das in flüssiger 
Luft stand, in Verbindung gelassen, 


IH. Messungen bei höherem Druck. 


(0,0022 und 0,0008 mm Quecksilber.) ae 


Die folgende Tab. I und Kurve 1 gibt den Verlauf der 
positiven lichtelektrischen Strömung im Luftvakuum von 
0,0022 mm Quecksilberdruck wieder. Die Potentialdifferenzen 
unterhalb 2 Volt wurden von einem stromdurchflossenen Rheo- 
statenkasten A (vgl. Fig. 2) abgenommen. Die höheren direkt 
von Hochspannungsakkumulatoren. Die Kathode bestand aus 
einer Aluminiumplatte von 34mm Durchmesser, die mit neun 
Bohrungen von 1mm Weite versehen wurde. Ein Loch war 
in der Mitte der Platte, die anderen acht in einem dazu kon- 


1) Das Quecksilber dieses Manometers war im Vakuum lange Zeit 
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zentrischen Kreise von 6 mm Durchmesser angeordnet. Als 
Anode diente ein feines Platinnetz, das in einen Drahtring 
eingelötet war. 


Potentialdifferenz 


0 Volt 0 x3,97.10~1 


| 


Aluminium in Luft von p = 0,0022 mm Quecksilber. 


und Kurve 1 zeigt deutlich einen 
starken Anstieg des positiven Stromes zwischen 0 und 2 Volt, 
zwischen 4 und 8 Volt ist der Anstieg dann nur noch gering, 
um hierauf mit größer werdender Potentialdifferenz schnell 
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Kurve 1. las 


Einen ähnlichen Verlauf hat die folgende Messung, die 
an einer Magnesiumplatte ausgeführt worden ist, die acht 
Imm weite Bohrungen trug, von denen eine in der Mitte, die 
anderen sieben auf einem Kreise von 5mm Durchmesser an- 
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geordnet waren. Bei dieser Messung war der Quecksilber- 
dampf nicht mittels der in flüssiger Luft gekühlten Holz- 
kohle weggebracht. Der am Mc Leod gemessene Druck 
betrug 0,0008 mm Quecksilber. 


Tabelle II. 
Magnesium in Luft von p = 0,0008 mm Quecksilber. 


Potentialdifferenz 
zwischen Positiver Strom 
Netz und Platte 


0 x 3,97. 1071 

6,9 

12,1 
16,5 
23,0 
24,8 
27,0 
28,0 
27,5 
31,9 
42,0 
76,0 
109,2 


u 


Dieser Versuch (vgl. auch Kurve 1) lehrt noch deut- 
licher als der vorige, bei höherem Gasdruck ausgeführte, dab 
man es mit zwei Prozessen zu tun hat. Zwischen 0 und 2 Volt 
ist der Anstieg sehr steil, zwischen 2 und 4 Volt flacht er 
sich merklich ab, um zwischen 5 und 10 Volt einem gegen 
die Abszissenachse nur sehr wenig geneigtem Verlaufe Platz 
zu machen. Aus diesem Kurvenverlauf geht hervor, dab 
‘zwischen 0 und 7 Volt eine positive Strömung vorhanden ist, 
die von der StoBionisation ganz unabhängig ist. Die Ioni- 
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den, vom Licht durch Resonanz ausgelösten Kathodenstrahlen 
macht sich erst vom Wendepunkt der Kurve, also zwischen 
7 und 8 Volt, an bemerkbar. 

Lenard findet für die lichtelektrischen Elektronen eine 
Grenzgeschwindigkeit von 11 Volt. Dazu kommt im Mittel 
etwa 1 Volt Geschwindigkeit, mit der die Kathodenstrahlen 
das Metall verlassen, so daß eine Potentialdifferenz von 12 Volt 
frei durchlaufen werden müßte. Aus den obigen Messungen 
ergibt sich die Grenzgeschwindigkeit zu 7 +1 Volt oder für 
s/u = 5,595.102" (elektrostat.) zu 1,7.10®°cm/sec. Es muß 
also ein Elektron eine lebendige Kraft von mindestens 
12,5.10”1?2 Erg aufspeichern, um bei einem Zusammenstoß 
mit einem Gasatom die erforderliche Ionisierungsarbeit leisten 
zu können. 

Der gefundene Wert von 8 Volt für die Grenzgeschwindig- 
keit dürfte aus dem Grunde einige früher gemessene an Ge- 
nauigkeit übertreffen, weil es bei der hier benutzten Anord- 
nung möglich gewesen ist, den durch Ionisation entstandenen 
Strom neben dem Kanalstrahlstrom, der von etwa gleicher 
Stärke ist, zu messen. Bei den Messungen v. Baeyers 
2.B. addiert sich der Ionisationsstrom zu dem weit größeren 
primären Strom und erreicht daher erst bei einer etwas 
höheren Potentialdifferenz einen so beträchtlichen Wert, dab 
er sich neben dem primären bemerkbar macht. 

Die am Magnesium aufgenommene Kurve zeigt außerdem, 
daß mit der Verbesserung des Vakuums der durch Ionisation 
der Gasreste bedingte Anstieg des positiven Stromes sich ober- 
halb 9 Volt abflacht. Bei äußerst weit getriebenem Vakuum, 
wie dies bei den weiter unten zu beschreibenden Versuchen 
der Fall war, fand in einem Bereiche von etwa 8—20 Volt 
kein weiterer Anstieg des Stromes statt. Bei niederen Drucken 
wird die Wahrscheinlichkeit des Zusammentreffens der vom 
Licht ausgelösten Elektronen mit den Gasmolekeln auf der 
kurzen Strecke zwischen Platte und Netz immer geringer, so 
daß der durch StoBionisation hinzukommende negative und 
auch positive Strom sich relativ zu as primären Strömen 


immer schwerer bemerkbar macht. 
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IV. Versuche im äußersten Vakuum. 


Abhängigkeit der beiden lichtelektrischen Strömungen von der 
Potentialdifferenz. 


Lenard?) findet, daß bei sehr niedrigem Gasdruck der 

Strom der vom ultravioletten Licht ausgelösten Elektronen in 
weiten Grenzen von der beschleunigenden Potentialdifferenz 
unabhängig ist. Er mißt z. B. zwischen einer Feldstärke von 
— 100 Volt/3,6 cm und — 45000 Volt/3,6 cm einen Anstieg 


Einen analogen Verlauf zeigen die 
folgenden Versuche, die in einem Vakuum angestellt worden 


Tabelle IIL?) 4 


Potentialdifferenz 1. Zinkplatte®) 2. Zinkplatte | Aluminiumplatte 
zwischen | 


—Strom +Strom |—Strom +Strom Strom +Strom 


40 Volt 24,0 365 | 50,5 1140 
80 5 25,5 71,0 | 

120 29,0 90,0 170,0 
160 32,9 1020 | 

34,0 1045 | 184,0 
35,0 107,0 | 

35,0 108,0 190,0 
35,2 110,5 


198,0 
31,0 35,0 111,2 
215,0 


1) P. Lenard, Wiener Sitzungsber. 108. Ila. p. 1649, 1899; Ann. 

d. Phys. 2. p. 359. 1900. 
2) In dieser Tabelle sind die Zahlen für die negativen Ströme mit 
2,82 .107 coul/sec, die der positiven mit 3,28. 1075 coul/sec zu 

multiplizieren. 
3) Chemisch reines Zink. ror 
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sind, das unter 77.10” mm Quecksilberdruck liegt.!) Als der 
Druck soweit erniedrigt war, wurde das Mc Leodsche Mano- 
meter, um auch die Quecksilberdämpfe zu entfernen, abgesperrt. 
Der Abstand des Netzes von der Platte betrug 2,7 mm. 

Bei den letzten Versuchen an der Aluminiumplatte wurde 
das Mc Leodsche Manometer bei einem Drucke von 9.10~°mm 
Quecksilber abgesperrt. 

Die Konstanz des negativen Stromes scheint mir, wie aus 
dem Anwachsen des positiven Stromes zu schließen ist, nicht 
ganz vollständig zu sein. Indem nämlich der durch Stob- 
ionisation zum negativen Elektronenstrom hinzukommende Strom 
negativer Träger sicher kleiner ist als 1 Proz. des primären 
negativen Stromes, wie man aus dem beobachteten positiven 
Strom und den Dimensionen der Platte und der Bohrungen 
schätzen kann. Der durch StoBionisation zum negativen hinzu- 
kommende Strom entzieht sich daher wegen seiner Kleinheit 
der Beobachtung neben dem schon vorhandenen negativen 
Strom. Andererseits läßt sich auch am Anwachsen des Kanal- — 
strahlstromes aus den Zahlen deutlich der Verlauf einer Sätti- 
gungsstromkurve erkennen. 

Die eben herangezogenen Messungen wurden in etwas 
anderer Weise ausgeführt als die früheren. Die Messung der ß 
auf die Auffangeplatte (c der Fig. 1) strömenden positiven 
Ladungen geschah hier nicht durch die Aufladegeschwindig- 
keit des Quadrantenelektrometers, sondern die auf die Platte 
fießende Elektrizitätsmenge wurde durch den Bronsonschen 
Luftwiderstand 2) (Br der Fig. 2) zur Erde abgeleitet. Das 
eine Ende des hen stand mit dem einen Quadranten- 
paar des Elektrometers in Verbindung, während das andere 
sowie das zweite Quadrantenpaar geerdet waren. Der Wider- — 
stand (vgl. Fig. 3) bestand aus einem ganz aus Kupferblech 
gefalzten Kasten von 3 x 6,2 cm? Grundfläche und 3,7 cm 
Höhe. Die auch aus Kupfer gefertigte Platte (X) wurde von 2 
einer mit Schellack eingekitteten Bernsteinisolation 


1) Vorversuche zeigten, daß innerhalb zwei Stunden nach dem Ein- 
setzen des direkt angeschmolzenen Kohlegefäßes in flüssige Luft der 
Druck stets kleiner als 0,000022 mm war (vgl. p. 155 unten). : 

2) H. L. Bronson, Phil. Mag. (6) 11. p. 143. 1906. 

Annalen der Physik. IV. Folge. 30. 11 
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und stand der mit einer sehr diinnen Poloniumschicht be. 
deckten Kupferplatte (p) gegenüber. Da in der ersten Zeit 
nach dem Anfertigen des Apparates die Kontaktpotential. 
differenzen zwischen der Platte (k) und der Kastenwand, sowie 
zwischen den Platten (k) und (p) störten, wurde der ganze 
Kasten mehrere Tage lang offen der atmosphärischen Luft 
ausgesetzt, hierdurch bildete sich über das Ganze eine gleich- 


Zum Elek£rometer. 


Bernstein 


Fig. 3. 


artigere Oberflächenbeschaffenheit aus, welche die Kontakt- 
potentialdifferenz schon wesentlich verringerte. Durch ein 
zwischen (k) und (p) eingeklemmtes, quer durch das Kästchen 
hindurchgehendes dünnes Kupferblech, das mit einer kreis- 
runden Öffnung (0) versehen war, wurde die Wirkung der 
Kontaktpotentialdifferenz auf wenige Skalenteile herunter- 
gedrückt, und es ist gleichzeitig durch Anbringung mehrerer 
solcher Öffnungen die Möglichkeit gegeben, das Volumen der 
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Luft, die durch &-Strahlen ionisiert war, zu verändern und 
so den Widerstand geeignet zu regulieren. Der Widerstand 
folgt für geringe Potentialdifferenzen dem Ohmschen Gesetz.!) 
Er wurde durch Beobachtung der Entladungszeit einer be- 
kannten Kapazität ausgemessen und betrug 1,10.10!! Ohm. 
Da der Widerstand des ionisierten Luftraumes von Temperatur- 
schwankungen abhängig ist, wie von Ebert?) schon bemerkt 
worden ist, wurde ‘der Kasten zeitweise in einem Dewargefäß 
untergebracht. 
Bei einer Elektrometerempfindlichkeit von 


1 mm = 0,000361 Volt 


entsprach einem beobachteten Ausschlag von 1 mm ein positiver 
lichtelektrischer Strom von 3,28. 10715 coul/sec. 


Positive Strömung im äußersten Vakuum. 


Die auf p. 148 und 150 angeführten Tabellen zeigen, daB 
bei einer Erniedrigung des Gasdruckes der hinter 7 Volt er- 
folgende Anstieg des positiven Stromes immer mehr und mehr 
sich abflacht, aber stets so, daß der Wendepunkt der Kurven 
bei 7—8 Volt liegen bleibt. Um diesem merkwürdigen Ver- 
lauf nachzugehen, wurden die Messungen bei weiter getriebener _ 
Evakuation wiederholt. Nachdem mit der Quecksilberpumpe ~ 
auf 2.10” mm Quecksilberdruck und dann mit dem ersten 
Kohlegefäß auf 4.105 mm vorgepumpt war, blieb, nach Ab- 
stellung des Mc Leod, die Zelle noch 4—5 Stunden lang vor 
der Messung mit dem direkt angeschmolzenen Kohlebeutel in 
Verbindung. Der nach etwa 4 Stunden vorhandene Gasdruck 
betrug — wie Vorversuche gelehrt hatten — 0,000008 bis 
0,000011 mm Quecksilber.) 

Die an einer geschabten Kupferplatte und dann an der- 
selben Platte, nachdem sie elektrolytisch vergoldet*) worden 


1) E. Ladenburg, Ber. d. Deutsch. Physik. Ges. 9. p. 165. 1907; _ 
Edgar Meyer u. E. Regener, Ber. d. Deutsch. Phys. Ges. 10. p. 1. 1908. a 
2) H. Ebert, Physik. Zeitschr. 8. p. 775. 1907. 


derartig niederen Drucken vgl. K. Scheel u. W. Heuse, Ber. d. Deutsch. 
Physik. Ges. 11. p. 1. 1909; Zeitschr. f. Instrumentenk. p. 46. 1909. 
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a) Die vergoldete Platte Wurde mit ¢ 


war, ausgeführten Messungen zeigen die folgenden Tab. IV 


und Kurve 2. ste 
Br Tabelle IV. Ku 
“a Positiver Strom an Kupfer und Gold bei p = 0.1) At 
2 Potentialdifferenz Positiver Strom 
Netz und Platte Kupfer . Gold R a 
0 Volt 0 6,62.10-% 0 x 6,62.10-% we 
02 „ 503 27,1 ge 
0,6 „ 1158 „ 69,2 vt K: 
12 .. 1494 98,8 ste 
2,0 ,, 1694 114,8 au 
40 „ 195,7  „ 137,4 
6,0 ., 218,6 „ 156,9 
10,1 ,, 2209 ,, 170,6 
16,2 „ 22038 „ 172,7 
18,2 „ 221,8 ,, 7 lic 
20,2 ,, 226,5 ,, 183,3 
40,0 ,, 6; 198,1 gh ng di 
81,0 „ 870,0 „ _ gi 
hi 
| | Lier | de 
| | | de 
bs Positive Ströme an Kupfer und Gold im äußersten Vakuum. _ be 
1 Kurve 2. 3 L 
Diese beiden Messungen sind auch quantitativ miteinander 
vergleichbar und zeigen am Kupfer einen stärkeren positiven . 


Strom als am Gold. a 


1) Der Abstand zwischen Platte und Netz betrug 2 mm. 
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Die Kurven zeigen deutlich bis 4 Volt ein starkes An- 
steigen des Stromes, während von 6 Volt an der Verlauf der 
Kurven bis über 20 Volt hinaus nur sehr wenig gegen die 
Abszissenachse geneigt ist. StoBionisation ist fast vollständig — 
vermieden. Die an der Metallplatte ausgelösten Elektronen er- 
reichen bis auf eine verschwindende Anzahl die gegenüberstehende 
Anode, ohne mit Gasmolekeln zusammengestoßen zu sein. 

Aus diesem Verlauf der positiven Strömung geht ohne 
weiteres hervor, daß neben der durch lonisation hervor- 
gerufenen positiven Trägerströmung bei den lichtelektrischen 
Kanalstrahlen eine zweite, nicht durch StoBionisation ent- — 
standene, vorhanden ist. Bei äußerster Evakuierung besteht | 
auch bei höheren Potentialdifferenzen der vom Licht aus- _ 
geléste Kanalstrahlstrom im wesentlichen aus positiven Teilchen, 
die nicht durch StoBionisation gebildet sein kénnen. — 

In der Literatur finden sich mehrere Beobachtungen, die __ 
auf das Vorhandensein einer zerstäubenden Wirkung des ultra- 
violetten Lichtes auf das bestrahlte Metall hindeuten.) Be 
sonders wichtig scheinen mir die folgenden Tatsachen zu sein. 
Hrn. Hallwachs?) gelang es zu zeigen, daß die Aussendung 
lichtelektrischer Kathodenstrahlen aus der ganzen vom wirk- 
samen Licht durchquerten Metallschicht erfolgt. Eine äußerst 
dünne, auf eine Quarzplatte niedergeschlagene Silberschicht 
gibt nach seinen Versuchen, auch wenn sie durch den Quarz 
hindurch belichtet wird, an der Metallseite Elektronen ab. 
Diesen Versuch haben H. Rubens und E. Ladenburg?) in 
der Weise wiederholt, daß sie ein dünnes Goldblatt mit ultra- 
violettem Licht bestrahlten, sie konnten dann auf beiden Seiten 
der Folie negative Ladungen nachweisen. Sie fanden aber 
außerdem, daß eine Zerstäubung des Metalles erfolgt war. Es 
liegt daher der Schluß nahe, daß die im äußersten Vakuum 
beobachteten lichtelektrischen Kanalstrahlen aus direkt vom 
Licht ausgelösten Metallionen bestehen. 


7 
ay 
ae 


1) Z.B.: P. Lenard u. M. Wolf, Wied. Ann. 37. p. 443. 1889; 
R. v. Helmholtz u. F. Richarz, Wied. Ann. 40. p. 187. 1890; J. Stark, 
Physik. Zeitschr. 9. p. 894. 1908. 

2) W. Hallwachs, Tagebl. d. Heidelberger Naturf.- Vers. p. 24. 1890. 

3) H. Rubens u. E. Ladenburg, Ber. d. Deutsch. Physik. Ges. 9. a 
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Die obige Versuchsanordnung ist nun so getroffen, daß 
die Messungen direkt einen Schluß auf die Geschwindigkeiten 
dieser das Metall verlassenden positiven Teilchen zulassen, 
Da sie unter verschiedenen Winkeln und aus verschiedenen 
Tiefen des Metalles herauskommen, verlassen sie dieses mit 
Geschwindigkeiten, die von 0 Volt aus ansteigen werden. So- 
gleich nach dem Verlassen des Metalles unterliegen sie der 
Kraft des äußeren Feldes, beschreiben eine mehr oder weniger 
steile Parabel und werden nach geringer Flughöhe wieder auf 
die Platte zuriickgeworfen. Wenn nur wenige Gasreste vor 
der Kathode vorhanden sind, so erreichen sie die Oberfläche 
mit derselben Geschwindigkeit, mit der sie aus ihr heraus- 
geflogen sind. Denjenigen positiven Teilchen, die aus der 
näheren Umgebung einer Durchbohrung ausgelöst worden sind 
und unter einem steilen Winkel aufgeflogen waren, gelingt es, 
die Kanäle zu durchsetzen und ihre Ladungen auf der Auf. 
fangeplatte im Faradayschen Zylinder abzugeben. 

Die zwischen der Metallplatte und dem Netz liegende 
Potentialdifferenz bremst also die herauskommenden positiven 
Teilchen, um ihnen dann wieder eine auf die Platte zugerichtete 
gleichförmige Beschleunigung zu erteilen. Die Potentialdifferenz 
(zwischen (m) und (n) der Fig. 1), der es gelingt, die Teilchen 
in ihrer Flugrichtung umzukehren, ist in Volt ausgedrückt ein 
Maß für die Geschwindigkeit, mit der sie das lichtelektrisch 
empfindliche Metall verlassen haben. Die obigen Kurven geben 
daher, soweit sie die Messungen im äußersten Vakuum und 
unterhalb der Grenzgeschwindigkeit wiedergeben, ein Bild der 
Geschwindigkeiten, mit denen die positiven Ladungen das 
Metall verlassen. Zu berücksichtigen ist nur, daß keineswegs 
die Menge der mit einer gewissen Geschwindigkeit heraus- 
fahrenden positiven Teilchen durch die zu einer bestimmten 
Voltzahl gehörige Ordinate richtig wiedergegeben ist. Dies 
kann nur bei den schnellsten, also bei den 4- bis 5-Voltstrahlen, 
erwartet werden. Denn die langsameren Strahlen sind be- 
sonders diejenigen, die schon innerhalb der von ihnen durch- 
drungenen Metallschichten eine Streuung erlitten haben und 
daher mit einer zur Platte überwiegend tangentialen Ge- 
schwindigkeitskomponente das Metall verlassen. Es werden 
daher nur relativ wenige der langsamen positiven Strahlen 
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durch die engen, senkrecht zur Plattenoberfläche stehenden 


Kanäle gelangen können. Aus diesen Betrachtungen und dem 
Verlauf der Kurven muß daher der Schluß gezogen werden, 
daß der größere Teil der vom Gase unabhängigen positiven 
Strahlen — der inneren positiven Strahlen — aus Teilchen 
besteht, die mit Geschwindigkeiten von 0 bis etwa 4 Volt das 


Metall unter der Einwirkung des ultravioletten Lichtes ver- 


lassen. 
fare! 
V. Geschwindigkeitsverteilung und Lichtintensität. _ 


Die Geschwindigkeitsverteilung bei den positiven licht- 


elektrischen Strahlen müßte sich, wenn es sich um Teilchen 


handelt, die nur der Wirkung des Lichtes auf das Metall zu- 


mschreiben sind, bei gleichem Metall und gleicher Lichtquelle — 


unabhängig von der Lichtintensität ergeben. Geradeso, wie 
dies Lenard!) für die negativen lichtelektrischen Strahlen, die 
lichtelektrischen Kathodenstrahlen, nachgewiesen hat. 

Um dieses zu prüfen, wurden Messungen an einer frisch 
geschabten Magnesiumplatte ausgeführt. Die Lichtintensitäten, 
bei denen der positive Strom beobachtet wurde, standen im 
Verhältnis 1:1,84. Die folgende Tab. V gibt eine Messung 
wieder. 


Wie die Kurve 3 zeigt, findet der stärkste Anstieg 4 
des positiven Stromes zwischen 0 und 1,2 Volt statt, ein 
schwächerer bis 6 Volt, um dann fast gleichmäßig bis 40 Volt 


weiterzugehen. Im wesentlichen zeigt sich die Geschwindig- 


keitsverteilung der aus dem Metall kommenden positiven 
Strahlen unabhängig von der Intensität des wirksamen Lichtes. _ 
Da die Änderung der Lichtintensität durch Variation dran 
die Quecksilberlampe gelegten Voltzahl hervorgerufen wurde, . 


d.h. die Belastung der Lampe nicht konstant blieb, ist auf 
eine genaue Übereinstimmung nicht zu rechnen. Küch und 
Retschinsky?) haben nämlich gefunden, daß die Farbe des 
von der Quecksilberlampe ausgestrahlten Lichtes von ihrer 
Belastung abhängig ist. Auf diesen Umstand ist es wohl 


1) P. Lenard, 1. c. 


2) R. Küch u. T. Retschinsky, Ann. d. Phys. 20. p. 578. 1906. 
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Tabelle 


Positiver Strom an Magnesium bei p = 0 mm. 


Potentialdifferenz Positiver Strom 
zwischen 


Metallplatte und Lichtintensität Lichtintensitat — 
Anode 1,84 


0 Volt 6,62. 10-1. Soul 
| sec 


0,2 20,3 
0,6 , 
1,2 
2,0 186,8 
4,0 
6,0 47,4 


51,9 


58,8 
65,0 


Ss 


„x 6,62: 10~ 16 COUY Positiver Strom 


auch zurückzuführen, daB die Veränderung der Stärke des 
Kanalstrahlstromes nicht gleichmäßig und im Verhältnis 1:1,84, 
wie der lichtelektrische Strom in der Elster-Geitelschen 


Zelle anwuchs, gefunden wurde. Die nähere Untersuchung der 
Abhängigkeit der Geschwindigkeiten von der Lichtintensität 


F 
2 
. bei 
Po 
5 üb. 
- 
die 
zei 
we 
2, ” 
Re 
wee 
16,2 „ 24,0 4 
20,2 „ 24,0 = 
| 
Intensität 18% | 
| 
In 
Zi 
Wi 
se] 
ge 
|: 


Erzeugung positiver Strahlen durch ultraviolettes Licht. 161 


und auch von der Frequenz der auffallenden Lichtschwingungen 
muß späteren Untersuchungen vorbehalten bleiben. 


Ag 


VI. Analogien zwischen positiven und negativen licht- ‘oa 
elektrischen Strömen. ’ 


Die positive Strömung der lichtelektrischen Entladung 
bei Drucken oberhalb etwa */,,., mm Quecksilberdruck und 
Potentialdifferenzen, die 7—8 Volt überschreiten, besteht zum 
überwiegenden Teil aus positiven Ionen, die im Gase durch 
die Zusammenstöße der Elektronen mit den Gasmolekeln er- 
zeugt worden sind. Bei Drucken unterhalb ?/,,., mm und 
wenn die Entfernung der Anode von der empfindlichen Metall- : 
platte nur gering ist, spielen die Gasreste eine verschwindende © 
Rolle. 

Der folgende Versuch, der an einer Zinkplatte im Luft- 
vakuum angestellt ist, sigh dies deutlich. Die Anode lag an 
einer Spannung von 120 Volt. 


Druck in mm 
Quecksilber 


Negativer Strom | Positiver Strom 


0,00315 29,2 x 2,83. 1019 | 70,0 x 3,28. 107% 


0,00187 28,8 70,2 
0,00148 28,0 70,6 
0,00100 28,2 
0,00080 28,0 : 70,4 
0,00064 28,0 70,8 


Den gleichen Verlauf zeigen die folgenden Versuche, die 
in Wasserstoff angestellt worden sind. Das Gas wurde aus 
Zink und Schwefelsäure in einem Kippschen Apparat ent- 
wickelt und vor dem Einleiten in das Versuchsrohr durch 
Chlorcaleium und Phosphorpentoxyd getrocknet. Das Rohr 
selbst wurde vor dem Versuch zweimal mit Wasserstoff aus- 
gespült. Die Anode lag bei diesem Versuch, den die folgende 
Tab. VII wiedergibt, an 120 Volt. 
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Tabelle 
Zink in Wasserstoff. 


Druck in mm 


Quecksilber Negativer Strom Positiver Strom 


| 


| 1 | 
0,001529 20,9 x 2,82.10- 88,1 x 8,28. 10715 


0,001110 22,0 38,9 
0,000645 21,0 38,0 
0,000583 20,7 
0,000488 20,8 37,5 
0,000462 20,6 
0,000867 21,7 
0,000326 20,3 37,0 


. Das Licht der Quecksilberdampflampe wurde während 
dieser Messungen aufs sorgfältigste konstant gehalten. 
: Bei höheren Drucken und bei Feldstärken, wo StoBioni- 
sation möglich ist, steigt der negative Strom mit fallendem 
Druck bis zu einem Maximum an.!) Die durch das ultraviolette 
Licht ausgelösten Kathodenstrahlen kommen bei Drucken von 
etwa 3—8 mm Quecksilber als Träger des lichtelektrischen 
ie. Stromes nicht in Betracht, sondern nur die durch StoBionisation 
oder Anlagerung gebildeten negativen Träger. Diese werden 
vom Felde beschleunigt und erlangen durch die Feldstärke € 
auf der freien Weglänge 4 die Energie &.A.s, wo & die Ein- 
heitsladung bedeutet. Bei weitergehender Gasverdünnung wird 4 
größer, und eine wachsende Anzahl der negativen Träger er- 
langt die zur StoBionisation nötige Energie. Die Folge davon 
ist, daß der Strom weiter anwächst. Schließlich wird aber 4 
so groß, daß die Elektronen und Ionen zwischen der be 
strahlten Platte und der Anode eine immer geringere Anzahl 
von nicht ionisierten Molekeln treffen, der Strom nimmt ab 
und wird endlich beim Drucke p = 0 durch die Anzahl der 
vom Licht ausgelösten Ladungen gemessen. 


1) A. Stoletow, Compt. rend. 107. p. 91. 1888; A. Righi, Atti 
della Reale Acad. dei Lincei (2) 6. p. 81. 1890; A. Stoletow, Journ. de 
Phys. (2) 9. p. 468. 1890. 
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Ein ähnlicher Verlauf, wie er von der negativen Strömung — 
bekannt ist, steht auch von der positiven zu erwarten. Der 
folgende Versuch, der an einer 2,2 mm starken Zinkplatte, 
die 68 1mm weite Bohrungen trug!), angestellt wurde, hatte, 
bei einer Potentialdifferenz von 120 Volt, den aus der Tab. VIII 


erkennbaren Verlauf. 


Tabelle VIL 
Zink in Luft. 


Druck in mm 
Quecksilber 


Negativer Strom Positiver Strom 


27,54 4,0 x 2,32. 19-10 Coul 


14,32 5,0 
6,48 11,9 
4,60 18,7 
3,42 28,5 % 

1,88 40,0 470 
0,96 41,9 
0,60 35,5 4 99 


0,38 30,9 122,0 
0,10600 23,5 119 
0,03720 19,0 109 
0,01980 17,4 
0,00906 16,8 

0,00484 16,5 

0,00091 16,05 

0,00068 16,05 


Die Strémung der positiven Strahlen, d. bh. der aus dem oP 
Metall herauskommenden inneren Kanalstrahlen + positive 
Träger, die durch Stoßionisation und Anlagerung erzeugt sind, 
hat bei 0,38 mm Quecksilberdruck ein Maximum. Der nega- 


und dort Thhivenen auslösen kann. Dieser Strom zeigte sich pee ol 
von der an der bestrahlten Metallplatte liegenden Spannung. 
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H. Dember. 


tive Strom dagegen schon bei 0,98 mm. Dieses Zuriickbleiben 
des positiven Maximums hinter dem negativen findet vielleicht 
darin seine Erklärung, daß bei zunehmendem Gasdruck den 
inneren Kanalstrahlen in immer steigendem Maße die Möglich. 
keit genommen wird, ihre Bahn frei zu durchlaufen, das ist 
sowohl vor der Platte eine steile Parabel zu beschreiben, wie 
innerhalb der Kanäle und im feldfreien Teile des Rohres, 
hinter der Platte, einer Molisierung oder Streuung zu entgehen, 


VII. Resultate. 


. Die oben beschriebenen Versuche zeigen, daß beim licht- 
elektrischen Phänomen nicht nur Elektronen und negative 


a Trager auftreten, sondern auch positive Strahlen. Und zwar 


sind zwei Arten positiver Strahlen zu unterscheiden: 


1. Die inneren positiven Strahlen, die, soweit das bis 
jetzt vorhandene Versuchsmaterial zu urteilen gestattet, aus 
Metallionen bestehen, die eine gewisse Menge der Energie des 
einfallenden Lichtes absorbierend, das Metall mit Geschwindig- 
keiten verlassen, die zwischen 0 und 5 Volt liegen. 

2. Es entstehen durch den Zusammenstoß der von einer 

 _Potentialdifferenz von mehr als 7 Volt beschleunigten licht- 
elektrischen Kathodenstrahlen mit den Gasresten positive 
Träger — die äußeren positiven Strahlen —, für welche ana- 
loge Existenzbedingungen gelten, wie für die negativen Träger 
der lichtelektrischen Entladung. Es läßt sich an ihnen das 
Stoletow-Righische Maximum ihrer Zahl bei einem be- 


stimmten Druck nachweisen. 


Die lichtelektrische Erregung wurde bisher angesehen, als 
hervorgerufen durch die den ausgelösten Kathodenstrahlen 
_ &quivalenten positiven Ladungen, welche auf dem Metall zurück- 
= bleiben. Der Nachweis der inneren positiven Strahlen des 


lichtelektrischen Phänomens gestattet einen etwas weiteren 


Blick in den Mechanismus dieses Vorganges. 

Bestrahlt man eine isoliert aufgestellte Metallplatte mit 
Strahlen wirksamen Lichtes, so werden sowohl Elektronen als 
auch positive Ladungen aus dem Metall herausgefördert. Es 
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Platte sich positiv aufladet. Die positive Ladung der Platte 4 


bremst die Geschwindigkeit der Elektronen, die negative 


Strömung, die das Metall verläßt, nimmt hierdurch ab und 
wird schließlich gleich der positiven. Der Gesamtwert der 
negativen und positiven Ladungen, die — auch noch nach 
Erreichung des Endpotentials — von der Platte weggehen, 
wird gleich Null. 

Ein Zusammenprallen der positiven und negativen La- 
dungen, welche die Platte verlassen haben, kann beim licht- 
elektrischen Effekt zur Bildung neutraler Atome Anlaß geben. 
Diese unterliegen zwischen Platte und Netz ebenfalls der licht- 
elektrischen Wirkung. Die so gebildeten positiven Teilchen 
besitzen aber, nachdem sie die Kanäle der Metallplatte durch- 
quert haben, eine andere Geschwindigkeit als die direkt aus- 
gelösten positiven Strahlen. Wendet man diese Betrachtung 
auf die Kanalstrahlen der Glimmentladung an, denn hier ist ja 
das Licht der Entladung selbst lichtelektrisch wirksam und 
zwar sowohl auf die Metallplatte, wie auf die neutralen Gas- 
molekeln, so ergibt sich vielleicht eine Erklärung für den von 
Hm. W. Wien gefundenen ,,DissoziationsprozeB zwischen 
Atomen und Elektronen“. Man hat es bei allen leuchtenden 
Entladungen nicht nur mit einer Ionisation der neutralen Gas- 
molekeln durch StoBionisation zu tun, sondern es tritt dazu 
noch die ionisierende Wirkung des Lichtes, also eine elektro- 
magnetische Ionisation. 


Dresden, Physik. Institut der Technischen Hochschule, 


Juli 1909. 
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4. Bemerkungen zu der Abhandlung 
Hrn. A. H. Bucherers: „Die experimentelle 
Bestätigung des Relativitätsprinzips‘; 


sind 


Hr. Bucherer hat in einer ,,die experimentelle ‘Be. 
 statigung der Lorentz-Einsteinschen Theorie“ bzw. „die 
experimentelle Bestätigung des Relativitaétsprinzips“ betitelten 

Abhandlung auf der Naturforscherversammlung in Köln !) (1908) 

und in dieser Zeitschrift?) über interessante Versuche berichtet, 
welche er zur Messung der Veränderlichkeit der spezifischen 
Br Ladung der Elektronen angestellt hat. 
. Gegenüber den bisher vorliegenden Messungen bedeutet 
es einen erheblichen Fortschritt, daß es Hrn. Bucherer ge- 
_ Jungen ist, unter Anwendung von Radium als Strahlungsquelle 
5 das Gebiet der mittleren Elektronengeschwindigkeiten zu unter- 
suchen. Es ist dies für die Frage nach der Veränderlichkeit 
der Elektronenmasse das günstigste Gebiet; denn bei kleinen 
Geschwindigkeiten ist der Einfluß der Geschwindigkeit zu 
Br gering, bei großen Geschwindigkeiten dagegen zu groß (in den 
_ Reihenentwickelungen gewinnen bereits die höheren Potenzen 
von #? Einfluß), so daß im ersten Falle die Genauigkeits- 
_ anforderung an die Messung der Masse, im zweiten Falle die- 
_  jenige an die Messung der Geschwindigkeit die Schwierigkeiten 
steigert. 
: Trotzdem scheint mir Hrn. Bucherers Anspruch, „den 
Nachweis der Gültigkeit des Lorentz-Einsteinschen Rela- 
tivitätsprinzips“ erbracht zu haben, zuweitgehend, aus Gründen, 
die ich im folgenden darlegen will. Ich hätte gerne mit einer 
Besprechung dieser Versuche gewartet, bis ich in der Lage 
gewesen wäre, zu dem Problem Positives aus eigenen Ver- 
suchen beizutragen; verschiedene Umstände, sowie der Wunsch, 


1) A. H. Bucherer, Physik. Zeitschr. 9. p. 755—762. 1908. 
2) A. H. Bucherer, Ann. d. Phys. 28. p. 513—536. 1909. 
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möglichste Präzision und Zuverlässigkeit zu erreichen, haben 
leider sehr verzögernd gewirkt, so daß sich meine Versuche 
noch im Stadium der Vorbereitung befinden. Der in der 
letzten Abhandlung Hrn. Bucherers enthaltene Vorwurf eines 
Rechenfehlers in meiner eigenen Abhandlung!) nötigt mich 
jedoch, schon jetzt das Wort zu ergreifen. itn Tek Sata 


Allgemeines. 


Es ist zum mindesten fraglich, ob überhaupt die Ver- 
suche eines einzigen Forschers mit einem einzigen Apparat 
ausreichen können, eine so wichtige Frage wie die der Grund- _ 
lagen der Theorie der Elektrizität und vielleicht selbst der 
Mechanik definitiv zu entscheiden. Jedenfalls aber scheint _ 
mir in einem solchen Falle einerseits eine detaillierte Angabe 
aller Messungen und Beobachtungsprotokolle, andererseits eine 
ausführliche Besprechung aller Fehlerquellen nötig. Die er- 
wähnten Angaben, namentlich ziffernmäßige, sind in den 
zitierten Abhandlungen vielfach zu spärlich, um sich ein eigenes 
Urteil über die vermutlich erreichte Genauigkeit bilden zu 
können. So ist z.B, um nur eines zu erwähnen, nicht er- — 
sichtlich, wer die Regulierung des Magnetfeldstromes, der 
mittels städtischer Spannung erzeugt wurde, während der bis 
zu 60 Stunden dauernden Expositionen vornahm, und in 
welchen Zwischenräumen die Messung dieses Stromes vor- 
genommen wurde. Die Anzahl der Versuche ist eine recht _ 
kleine. Von Versuchen, die bis Nr. 13 numeriert sind, finden 
sich nur vier und das Mittel(!) aus zwei weiteren angeführt; — 
ob die nicht aufgeführten Versuche überhaupt nicht zu Ende 
geführt, oder weshalb sie verworfen wurden, ist nicht erwähnt. 

Vergleicht man die aufgeführten Versuche bezüglich der f 
nach Lorentz bzw. Abraham berechneten Werte von e/u, 
miteinander, so findet man, daß die ersten vier Zahlen nach 
der Abrahamschen Theorie nicht viel schlechter stimmen, 
als nach der Lorentzschen, jedenfalls nicht so viel, daß man 
aus diesem Grunde der einen Theorie vor der anderen den 
Vorzug geben könnte. Nur der letzte Wert fällt bei der 
Abrahamschen Berechnung erheblich heraus. Dies zeigt die 


1) A. Bestelmeyer, Ann. d. Phys. 22. p. 429—447. 1907. ana. 
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A. Bestelmeyer. 


a Tabelle, die neben den Werten von e/u, die Ab. 
weichung vom Mittel der ersten vier Zahlen in Einheiten der 
letzten Stelle enthält. 

Eine exakte Nachrechnung der Werte von e/u, ist nach 
den vorliegenden Angaben nicht möglich. Bei der Berech- 
nung der Versuche 10 und 11 muß ein Rechenfehler von 
7 Einheiten der letzten Dezimale vorliegen. Entweder ist der 
Wert nach Lorentz zu groß oder der nach Abraham zu 
klein angegeben. 


u, . 1077 &/ u, 1077 


Versuches | nach L. Diff. nach Abr.| Diff. 


vier ersten 


Werte 


Mittel der 
1,759 


10u 11 03173 | 1752 
0,3737 1,761 
0,4281 1,760 

13 0,5154 1,763 

3 0,6870 1,767 


Der Schluß des Hrn. Bucherer baut sich also fast allein 
af dem Ergebnis des Versuches Nr. 3 auf. 


Die Versuchsmethode. 


Hr. Bucherer hat den schönen Gedanken gehabt, die 

von mir verwandte Methode der gekreuzten Felder durch Be- 
nutzung von schief gegen das Magnetfeld fliegenden Elektronen 
so abzuändern, daß man mit einer Aufnahme eine Kurve er- 
hält, deren einzelne Punkte verschiedenen Werten der Ge- 
-schwindigkeit entsprechen, und daher die Veränderlichkeit 
von &/u, aus einer Kurve zu berechnen erlauben. Bei der Aus- 
führung dieses Gedankens muß man freilich einen wesentlichen 
Vorteil der Methode der gekreuzten Felder aufgeben, nämlich 
den, daß die Elektronen bei allen Geschwindigkeiten denselben 
Weg durchlaufen; gerade diese Eigentümlichkeit der Methode 
macht unter gewissen Voraussetzungen die Messung der Funktion 
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g(@) in der Gleichung =u,.9(f) unabhängig von den 


Apparatdimensionen und führt sie zurück auf eine leicht genau a ~ 
auszuführende Messung von Strom und Spannung. Auch de 
Intensitätsverhältnisse werden bei der getroffenen Anordnung 


sehr viel ungünstiger. Der eingetauschte Vorteil, die Werte 


von ¢/u, für mehrere Geschwindigkeiten aus einer Kurve zer ER 


berechnen zu können, wiegt wohl den erwähnten Nachteil kaum 
auf. Immerhin ist eine Variation der Versuchsbedingungen, 
welche in irgend einer Hinsicht einen Vorteil bringt, ‚bei einer 
so wichtigen Frage zu begrüßen. 
Nun hat Hr. Bucherer seine Kurven nach der von ihm 
beschriebenen Methode zwar aufgenommen; die in Rede 
stehenden Resultate sind aber nicht unter Verwendung dieser 
Abänderung der Methode gewonnen, sondern es liegen ihnen, 
wie dies an beiden Stellen ausgesprochen ist, lediglich die 
Messungen der Ablenkung der senkrecht zum Magnetfeld 
fliegenden Elektronen zugrunde; die Methode ist also, soweit 
sie hier in Frage kommt, identisch mit der von mir beschriebenen 
und angewandten Methode. In der Ausführung weicht sie 7 


einem Punkte ab. Hr. Bucherer hat für verschiedene Gee 
schwindigkeiten verschiedene Ablenkungen gewählt. Er hat = ae 


damit einen Hauptvorteil der Methode aufgegeben, ohne irgend. 
einen anderen Vorteil dafiir einzutauschen. } 
Die Rolle der nichtkompensierten Strahlen; nr 

der „Rechenfehler“, 


) 
In der Diskussion zu Köln hatte ich Bedenken geäußert. 
dahingehend, daß neben den im Kondensator nicht abgelenkten 
Elektronen auch Elektronen größerer und kleinerer Geschwindig- 
keiten hindurchgehen und je nach dem Betrage der ursprüng- — 
lich vorhandenen Strahlenmengen der verschiedenen Geschwin- 
digkeiten die photographische Kurve verschieben können. In 
der Abhandlung in den Annalen kommt Hr. Bucherer auf 
diesen Einwand zurück und leitet in einem eigenen Kapitel 
„die Rolle der nichtkompensierten Strahlen“ die Formeln ab, 
welche die Auftrefistelle des schnellsten und langsamsten, eben 
noch zwischen den Kondensatorplatten durchgehenden Strahles 
zu berechnen gestatten. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 30, 
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Er wendet sodann diese Gleichungen auf einen meiner ( 
Versuche an, und findet, daß mir ein Rechenfehler 
laufen sei, indem er rückwärts als Ablenkung bei Versuch 4 
22,15mm statt der beobachteten 22,67 mm und als „richtig 
berechneten‘ Wert für e/u, 1,76.107 statt 1,736.10” (Mittel 
aus drei Versuchen: 1,733) findet. Der Rechenfehler liegt 
auf Seite des Hrn. Bucherer. Er hat in seinen Formeln 
den von mir als mittlere Geschwindigkeit angegebenen Wert 
eingesetzt, statt der zum Magnetfeld senkrechten Geschwindig- 
keitskomponente der im Kondensator kompensierten Strahlen. 
Da von den schnelleren Strahlen mehr durchgehen als von 
den langsameren, so ist die mittlere Geschwindigkeit etwas 
größer als die Geschwindigkeit der kompensierten Strahlen. 
Da außerdem in meinen Versuchen infolge der großen Aus- 
dehnung der Strahlungsquelle die Strahlen im Mittel etwas 
geneigt gegen das Magnetfeld verliefen, so ist die Geschwindig- 
keit im Mittel etwas größer als die Geschwindigkeitskompo- 
nente, auf welche das Magnetfeld wirkt. Beide Reduktionen 
habe ich ausdrücklich angegeben, und zwar die erstere zu 
1 Proz., die letztere zu 0,8 Proz. Subtrahiert man diese 
1,8 Proz. von dem Werte für ß, oder legt man der Rechnung 
die für Magnet- und elektrisches Feld angegebenen Werte, 
oder die Werte für Stromstärke und Spannung unter Benutzung 
der Apparatdimensionen zugrunde, so findet man immer den 
von mir richtig berechneten Wert e/u, (nach Lorentz) =1,736.10'. 

Wir wollen uns. nun wieder der Betrachtung der Rolle 
der nichtkompensierten Strahlen zuwenden. In der zitierten 
Abhandlung heißt es: „Mit den Gleichungen (20), (17) und (22) 
ist alles gegeben, was zur Berechnung der Ablenkung der 
nichtkompensierten Strahlen erforderlich ist.“ 

Das ist nicht richtig; die Berechnung der Bahnen des 
schnellsten und des langsamsten Elektrons gibt uns gar keinen 
Aufschluß über die Lage des Intensitätsmaximums und über 
die Intensitätsverteilung auf der photographischen Platte, sie 
gibt uns nicht einmal die Grenzen des Bildes; denn diese 
Strahlen extremer Geschwindigkeiten sind keineswegs Grenz- 
strahlen des die Platte treffenden Biindels. Will man sich 
wirklich Rechenschaft geben über die Rolle der nichtkompen- 
sierten Strahlen, so muß man zunächst die allgemeine Glei- 
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chung aufstellen für die Menge der Strahlen einer bestimmten 
Geschwindigkeit, die von einem Flächenelement der Strah- 
lungsquelle ausgehen und ein bestimmtes Flächenelement der 
Trockenplatte treffen. Dann ist dieser Ausdruck zu integrieren 
über alle Flächenelemente der Strahlungsquelle, von denen 
Strahlen zu dem betreffenden Elemente der Trockenplatte ge- 
langen. Dieser Ausdruck ist zu integrieren über alle in Be- 
tracht kommenden Geschwindigkeiten; die letztere Integration 
kann man freilich nur vornehmen, wenn man die Intensität 
der ursprünglich vorhandenen Strahlen als Funktion der Ge- 
schwindigkeit kennt; das erfordert die Aufnahme des magne- 
tischen Spektrums der Strahlungsquelle. Endlich ist die so 
gewonnene Intensität für die verschiedenen Punkte der Platte 
zu berechnen und die Intensitätskurve zu konstruieren. Diese 
Intensitätskurve ist, falls es sich um ein größeres Geschwindig- 
keitsbereich handelt, sehr stark unsymmetrisch, und verläuft 
außerdem bei verschieden starker Ablenkung und verschieden 
starken Intensitätsverhältnissen der ursprünglichen Strahlung 
sehr verschieden, so daß nicht exakt zu sagen ist, worauf man 
eigentlich bei der Ausmessung der Platte einstellt; daß wieder- 
holte Einstellungen denselben Wert ergeben, besagt in dieser 
Hinsicht nichts. 

Dazu kommt noch, daß Hr. Bucherer, wie gesagt, die 
Berechnung der Strahlen extremer Geschwindigkeit gar nicht 
für seine Versuche, sondern für einen meiner Versuche durch- 
geführt hat. Ich habe seinerzeit die Intensitätsverteilung für 
meine Versuche näherungsweise durchgerechnet und die Ver- 
suche so eingerichtet, daß bei meiner, von der Bucherer- 
schen etwas abweichenden Berechnungsweise das Resultat 
durch die erwähnte Fehlerquelle nicht wesentlich beeinträchtigt 
wurde. Da ich aus meinen Versuchen keine so weitgehenden 
Folgerungen gezogen habe wie Hr. Bucherer, brauche ich 
hierauf wohl nicht näher einzugehen. Wenn aber Hr. Bucherer 
glaubt, aus der Anwendung seiner Formeln auf meine Versuche 
irgend einen Schluß auf seine Versuche ziehen zu können, so 
ist auch das unrichtig. Ich habe nach seinen Formeln für 
einige seiner Versuche die extremen zur Beobachtung ge- 
langenden Geschwindigkeiten und die zugehörigen Ablenkungen 


berechnet. In der folgenden Tabelle ist Bo die Geschwindig- 
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17% A. Bestelmeyer. 
_keit (Geschwindigkeitskomponente) der kompensierten Strahlen, 
By» By diejenige der schnellsten und langsamsten, z die ge- 
messene Ablenkung des Gesamtstrahlenbündels auf der photo- 
‚graphischen Platte, Az,, Az, die Abweichungen der Auftrefi- 
stelle der Strahlen extremer Geschwindigkeit von diesem Wert z. 


Nummer | Bo Geschw.- | “ 4%, 
des Differenz (mm) A 
_ Verwaches Bs in °/, von , (mm) 
Be, 4, 0,822 22,15 
ber. von 0,292 — 9,3 +0,09 
Bucherer 0,374 + 11,6 — 1,13 
Be 0,3165 22,67 
? 0 
richtig 0,2871 9,3 +0,183=+ 0,6 %, 
0,3658 + 11,5 |-0,99=— 4,4 
B 0,3173 16,37 
298 +0,23=+ 1,44 
0,848 + 8,1 —037=— 2,8 
0,5154 10,18 
Bu, 13 0,472 — 84 +0,23=+ 23%, 
0,587 + 13,9 -0,71=— 70 
0,6870 6,23 
Bu, 3 0,608 | —11,5 |+0,45=+ 72% 
| 1 + 45,6 | —6,23 = — 100,0 


Diese Tabelle zeigt 1., daB die Diskussionsbemerkung’) 
Hrn. Bucherers, bei seinen Versuchen lägen die Verhältnisse 
günstiger als bei mir, der Begründung entbehrt. Sie zeigt 
2. daß die Verhältnisse bei den verschiedenen Versuchen ver- 
af ne x schieden sind, und daB man im allgemeinen nicht von einem 
Versuch auf einen anderen schlieBen kann. Da das gesamte 
_ Strahlenbiindel nur unendlich wenige kompensierte Strahlen 
enthält, zur kleineren Hälfte aus langsameren, zur größeren 
_ aus schnelleren Strahlen besteht, so ist es natürlich unmög- 
a lich, groBe Abweichungen in der letzten Kolumne dieser Tabelle 


1) A. H. Bucherer, Physik. Zeitschr. 9. p. 760. 1908. 
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damit abzutun, daß man sagt, die eine oder andere Strahlen- 
hälfte verteilt sich auf eine so große Fläche, daß ihre photo- 
graphische Wirksamkeit vernachlässigt werden kann.) 


i nf 
Versuch Nr. 3. ins ti 


Bei Versuch Nr. 8 ist die Geschwindigkeit der die Trocken- 
platte treffenden Strahlen nach oben zu überhaupt nicht be- 
grenzt; die Intensitätsverteilung ist hierbei ähnlich wie auf der 
Reproduktion der Kurve von Versuch Nr. 15 an den Stellen 
jenseits der beiden Unterbrechungen. Ein Intensitätsminimum 
liegt in der Gegend von 8=0,86; die langsamsten Strahlen 
weichen von der Auftreffstelle der mittleren kompensierten 
Strahlen um +0,45mm ab. 

Es ist nun interessant, welche Abweichung von dem ge- 
messenen Wert der Ablenkung unter Zugrundelegung der 
Abrahamschen Theorie Übereinstimmung zwischen Versuch 3 
und dem Mittel der übrigen Versuche herbeiführen würde. 
Diese Abweichung beträgt 0,32 mm. Hierbei ist vorausgesetzt, 
daß in allen sonstigen Messungen kein nennenswerter Fehler 
vorgekommen ist. 

Bezüglich der Intensität der Strahlungsquelle findet sich 
die Angabe, daß für @=0,7 4'/, Stunden Expositionszeit ge- 
nügten, während für # = 0,32 mindestens 60 Stunden erforder- 
lich waren.2) Danach mag die photographische Intensität der 
ersteren Strahlen schätzungsweise 8—10 mal größer gewesen 
sein als die der letzteren. Bedenkt man diese erhebliche Ver- 
schiedenheit der Intensität und die große theoretische Breite 
des Spaltbildes, so scheint mir eine Verschiebung des photo- 
graphischen Maximums bzw. Schwerpunkts um 0,32 mm wohl 
möglich. Sowie man aber bei diesem einen Versuch mit dieser 
Möglichkeit rechnen muß, ist die ganze Beweisführung hinfällig. 


Unsymmetrie der Mittellinie. 


Aus den Angaben ist nicht ersichtlich, ob Versuch 3 ein 
Doppelversuch mit Kommutierung der Ablenkung war, wie 
Versuch 15, oder ein einseitiger, wie Versuch 7. 


1) A.H. Bucherer, Ann. d. Phys. 28. p. 531. 1909. 
2) A. H. Bucherer, Ann. d. Phys. 28. p. 520. 1909. 
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Betrachtet man die Reproduktion des letzteren, : so be- 
merkt man eine nicht geringe Unsymmetrie der Mittellinie, 
Inwieweit diese bei der Reproduktion entstanden ist, vermag 
ich natürlich nicht zu beurteilen; jedenfalls erinnere ich mich, 
auf einer der Originalkurven eine noch ausgeprägtere Un- 
symmetrie gesehen zu haben. Auch aus theoretischen Gründen 
muß ‘diese Unsymmetrie vorhanden sein, hervorgerufen durch 
schnelle 3-Strahlen einerseits, durch «-Strahlen andererseits. 
Solche Unsymmetrien der Mittellinie bedingen natürlich eine 
neue Fehlerquelle für die Messung der Ablenkung. yet 


Schluß. 


Nach alledem vermag ich in den Versuchen des Hrn. 
Bucherer einen Beweis für die Gültigkeit der Relativitäts- 
theorie nicht zu erblicken. Für diese letztere an sich sprechen 
ja die Ergebnisse der Optik bewegter Medien. Ein Beweis 
durch Bestimmung der Geschwindigkeitsfunktion der Elektronen- 

masse aber hat eine größere Anzahl von Versuchen, eine engere 
Auswahl der im einzelnen Versuch registrierten Geschwindigkeiten 
und ausführliche protokollarische Veröffentlichung mit eingehender 
 Fehlerdiskussion zur Voraussetzung‘ Dabei ist nicht zu über- 
sehen, daß es sich in letzter Linie nicht darum handelt, zu 
zeigen, daß die eine der beiden Theorien mit den Versuchen 


di 


q 
ig windigkeitsfu 
0. möglichst genau zu ermitteln, und festzustellen, ob und inner- 
00 halb welcher Fehlergrenzen sie mit einer der Theorien überein- 
stimmt 


5. Bemerkungen 


zu der Arbeit von Hrn. Rudorf: ‘aah 
Die Edelgase und die Zustandsgleichung; 


von Hans Happel. pie: 


E Vor kurzem hat Hr. Rudorf!) in diesen Annalen eine 
Abhandlung publiziert, in der er unter anderem Resultate einer 
meiner Arbeiten angreift. Im folgenden gedenke ich zu zeigen, 
daß die Einwände von Hrn. Rudorf unberechtigt sind und 
daß sich meine Ergebnisse voll und ganz aufrecht erhalten 
lassen. 
Ich hatte früher für Argon, Krypton und Xenon mittels 
der Bedingungen für den kritischen Punkt die Konstanten a 
und 6 der verbesserten van der Waalsschen Gleichung 


berechnet und dann diese Formel mit den Beobachtungen ver- 
glichen. Es ergab sich aus der befriedigenden Ubereinstim- 
mung, daB die van der Waalsschen Anschauungen bei den 
oben genannten einatomigen Stoffen wenigstens genähert zu- 
treffend sind. 

Unter anderem hatte ich für Argon das spezifische Vo- 
lumen v, der sich in Koexistenz mit ihrem Dampf befind- 
lichen flüssigen Phase auf Grund der Gleichung - tkseh 

r= RT+ 5 


berechnet, wobei ich die Verdampfungswärme r aus der be- 
kannten Beziehung 

th vow 

| 

inital: indem ich den Wert von dp jaı den Beobach- 
tungen von Ramsay und Travers?) entnahm. Der so be- 


1) G. Rudorf, Ann. d. Phys. 29. p. 751. 1909. 
2) W.Ramsay u. M. W. Be Zeitschr. f. physik. Chem. 38. 
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u 


rechnete Wert für v, stimmte mit dem experimentellen g 
überein. Ich erhielt bei Argon, indem ich die Beobachtungs. 
daten aufzeichnete und dann die Tangente zog: _ 3 


= 64,3 bei T= 85°. 

Hierzu bemerkt Hr. Rudorf: ,,Durch Aufzeichnen der 
von Ramsay und Travers mitgeteilten Dampfdrucke in eine 
Kurve ergibt sich für dp/d7 bei 85° ein bedeutend höherer 
Wert, ca. 72”, 

Man kann sich jedoch sehr leicht in der folgenden Weise 
von der Unrichtigkeit des Rudorfschen Wertes überzeugen. 
Bildet man nach der von Ramsay und Travers in ihrer 
Arbeit auf p. 671 gegebenen Tabelle für das Intervall von 
78,94° bis 81,31°, dann für 81,81° bis 83,32° usw. für jedes 
folgende Intervall, in dem p jedesmal um 100mm zunimmt, 
die Differenzenquotienten Ap/AT, so erhält man hierfür: 


42,3; 49,7; 68,7; 67,2; 72,0. 


Der Wert 72,0 bezieht sich auf das Intervall von 86,38° bis 
87,77°. An einer in diesem Intervall gelegenen Stelle hat 
also der Differentialquotient dp/d7T ebenfalls den Wert 72,0; 
folglich ist dp/dT bei 85° also außerhalb des eben betrach- 
teten Intervalles kleiner als 72,0, wie sich aus der Gestalt 
der Dampfdruckkurve sofort ergibt, und zwar wird dp/dT 
bei 85° nicht unbedeutend kleiner als 72,0 sein; denn die 
_Differenzenquotienten zeigen keine geringen Unterschiede und 
das Analoge muß dann auch von den Differentialquotienten 
gelten. Da nun nach Hrn. Rudorf dp/dT bei 85° gleich 72 
ist, so folgt, daß dieser Wert unrichtig ist, und zwar ist er zu 
groß. Ganz analog folgt, daß der von Hrn. Rudorf für dp/dT 
beim Siedepunkt erhaltene Wert falsch ist. 

Ich habe nun den Wert von dp/d7 bei 85° nochmals in 
derselben Weise wie früher bestimmt, ich erhielt dp/dT = 64,6, 
was mit meiner früheren Zahl vortrefflich übereinstimmt. Um 
jedoch alle Zweifel über die Richtigkeit dieses Wertes zu 
beseitigen, habe ich aus den Beobachtungen mittels der 
Lagrangeschen Interpolationsformel die Beziehung abgeleitet: 


T = 74,988 + 1,645 p + 0,0213 p? — 0,0034 p’. 


Temp. 
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Hierbei ist p nicht wie bisher in Millimetern, sondern in Dezi- u 


metern zu messen. Die Formel gibt die Beobachtungen bei 
p=5, =6, =7 und =8dem richtig wieder. Aus der letzten 
Gleichung folgt, daß bei 7=85° p=6,07 dem ist und somit wird 


dp mm Hg 0 
ar” 65,5 Ass; bei 85°. 


Dieser Wert dürfte wohl der genaueste sein, er stimmt mit dem _ 
früher von mir abgeleiteten so gut überein, als dies zu erwartenwar. — 


Für die Verdampfungswärme r ergibt sich jetzt mit 
dp/dT = 65,5 der Wert 
r = 38,8 cal.!) bei 85° 


und für v, findet man in guter Übereinstimmung mit meinem B 


früheren Werte: 
v, = 0,692 * 


1) AuBer der von mir benutzten thermodynamischen Berechnungs- 
weise bedient sich Hr. Rudorf zur Bestimmung von 7 noch einer von 
Nernst und einer von Walden herrührenden Methode. Die von Nernst 
liefert bei Argon einen Wert für r, der aufs beste mit dem von mir er- 


haltenen übereinstimmt, die von Walden ergibt einen höheren Betrag. __ 
Ich denke, es kann wohl gar kein Zweifel darüber bestehen, daß die 
thermodynamische Methode allen andern vorzuziehen ist. Der Anwen- 

dung der Waldenschen Berechnungsweise auf das einatomige Argon 


stehen Bedenken gegenüber. Denn schon bei dem zweiatomigen Stick- 


stoff liefert die Waldensche Methode für r einen zu hohen Wert; das ; i 


gleiche scheint für Sauerstoff zuzutreffen. Berechnet man nämlich für 
diesen Stoff r nach der Formel 
RT? dp 

p aT’ 


f= 


wobei man dp/dT bei 760mm der Messungen von Baly und denen — 


von Travers, Senter und Jaquerod entnimmt, so erhält man 
dp/dT = 78,5 (im Mittel) und r = 52,5 cal. Dies stimmt befriedigend 
mit den Messungen von Alt, wonach r = 50,9, dieser Wert darf daher 
als einigermaßen richtig angesehen werden. [Nach Estreicher (siehe 
die betreffende Tabeile der Arbeit von Walden) wäre allerdings r be- 
deutend höher, indessen zeigt sein Wert beträchtliche Abweichung von 


dem berechneten.] Nach Walden ist nun r= 55,3, dieser Wert ist also 
wahrscheinlich zu hoch. Die Vermutung liegt nun wohl nicht fern, daB 


bei den einatomigen Stoffen die Waldensche Methode erst recht zu 
hohe Werte für r ergibt; hiernach ist r= 43,7 bei Argon, wie Rudorf 


zeigte. Da diese Zahl vermutlich zu hoch ist und ich bei fast genau der — 


gleichen Temperatur den kleineren Betrag r = 38,8 erhielt, so kann 
jedenfalls auf Grund der Waldenschen Methode ein Einwand gegen 
meinen Wert nicht erhoben werden. = = 2 | 
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während von Baly und Donnan der nur wenig abweichende 

Wert v,= 0,706 beobachtet wurde. Diese vortreffliche Überein- 

stimmung ist also keineswegs, wie Hr. Rudorf glaubt, „reiner 
Zufall“, sondern sie hat ihren guten Grund. 

er Daß bei Argon die von Baly und Donnan experimen- 

ee . tell bestimmten Werte fiir v, genauer sind als die von Ramsay 

N und Travers sowie von Olszewski erhaltenen Zahlen, wird 

wohl allgemein zugegeben, auch Hr. Rudorf scheint dies ap. 

 zuerkennen. Ebenso wie Hr. Rudorf habe ich daher im 

 Vorangehenden und auch in meiner früheren Arbeit die Baly 

amd Donnanschen Daten benutzt, nur auf p. 368 meiner 

_ _Habilitationsarbeit erwähne ich aber nur ganz beiläufig die 

ven den anderen Forschern erhaltenen Werte, doch hätte ich 

5. dies ohne irgendwelchen Schaden unterlassen können und im 

folgenden wollen wir von ihnen absehen. Für Krypton und 

Xenon liegen nur von Ramsay und Travers gemessene Daten 

für v, vor. Wir können uns leicht ein Urteil darüber bilden, 

ob sie einigermaßen richtig sind, indem wir sie mit den Baly 

und Donnanschen Messungen bei Argon vergleichen. Dem 

4 da, wie ich früher zeigte, die drei Stoffe miteinander korre- 

_ spondieren — die Richtigkeit dieses Satzes erkennt Hr. Ru- 

dorf an —, so müssen bei gleicher reduzierter Temperatur 

die den v, entsprechenden reduzierten Werte für alle drei 

3 Substanzen gleich groB sein. Dies trifft nun fir Argon und 

_ Krypton zu, wie ich schon früher zeigte, Xenon dagegen zeigt 

| ein abweichendes Verhalten, wovon man sich leicht überzeugt. 

Fi oa Damit steht im Einklang, daß als Hr. Rudorf für Krypton 

und Xenon mittels der von mir für die Größe a erhaltenen 

Zahlen v, in derselben Weise berechnete als es eben für 

Argon geschah, er bei ersteren gute Übereinstimmung mit 

dem Experiment fand, dagegen nicht bei Xenon. Aus der 

Abweichung, die der experimentelle Wert für v, bei Xenon 

yom Gesetz der korrespondierenden Zustände zeigt, folgt als 

sehr wahrscheinlich, daß er unrichtig bestimmt ist; zu diesem 

_ Resultat gelangt auch Hr. Rudorf, aber in anderer Weise. 

(Vgl. die Arbeit von Hrn. Rudorf p. 779, „Zusammenstellung 

der Ergebnisse“.) Man muß daher bei der Prüfung von Zu 

standsgleichungen den beobachteten Wert für v, bei Xenon außer 

De: acht lassen, denn es ist nicht angängig, auf Grund von un 
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richtigen Daten weitere Schlüsse zu ziehen, wie dies Hr. Rudorf 
tut, indem er schreibt: ,,Aus-der Tabelle geht hervor, daß bei 


A und Kr die Happelschen a-Werte eine bessere Uberein- _ 


stimmung zwischen v, (beob.) und v,(ber.) als die meinigen 
geben. Beim Xenon ist die Sache umgekehrt.“ Den letzten 


Satz gründet Hr. Rudorf auf den experimentellen Wert für v, 


bei Xenon, von dem er an einer späteren Stelle selbst zugibt, _ 


daß er falsch ist. 

Läßt man den Ramsay und Traversschen gefundenen 
Wert für v, bei Xenon außer acht und ebenso den für Argon, 
so folgt, daß alle sonstigen, d. h. alle brauchbaren Daten 


über v, durch die verbesserte van der Waalssche Gleichung (1) _ 


richtig wiedergegeben werden, während die ursprüngliche 
Gleichung überall Abweichungen zeigt, und zwar stets in dem- 
selben Sinne, die berechneten Werte für v, sind zu klein. 


(Vgl. die Tabelle auf p. 766 der Arbeit von Hrn. Rudorf) _ 


Ferner folgt, wieder unter Nichtberücksichtigung der unrichtigen 
experimentellen Werte, daß der Betrag von RT /p,v,, der 


etwa gleich 3,0 ist, durch die verbesserte Gleichung (1) nahezu 


richtig wiedergegeben wird, nämlich zu 2,86; während die ur- 
sprüngliche Gleichung hierfür den zu kleinen Wert 2,667 
liefert. Weiter folgt, wie ich früher zeigte, daß auch der 


Betrag von (Gr) (dp/dT bezieht sich auf die Dampf- 
druckkurve und zwar im kritischen Punkt) durch die verbesserte 
Gleichung befriedigend dargestellt wird, man erhält 5,2 statt 
les experimentellen Wertes 5,4 bis 5,5; die ursprüngliche 
Gleichung dagegen liefert die viel zu kleine Zahl 4,0. Auch das 
obere Ende der Dampfdruckkurve gibt die verbesserte Gleichung 
richtig wieder, während die ursprüngliche für den reduzierten 
Druck p zu hohe Werte liefert, man erkennt dies aus der folgenden 
Tabelle, in welcher t die reduzierte Temperatur bedeutet. 


Nach den Nach der | Nachder 
| Beobachtungen! verbesserten |urspriinglichen 


Puig? 


bei Argon Gleichung Gleichung 


iin. 


e 
F 
r 
h 
n 
n 
y = A 
} 
4 
it on 
: 
Ae 
t 
l- ‘an 
oso | om | 0,383 


Die Werte der letzten Vertikalreihe habe ich dem Buch 
a von Kuenen, Zustandsgleichung der Gase p. 94. 1906 ent 
nommen. Daß die verbesserte Gleichung auch das untere 
Ende der Dampfdruckkurve wiedergibt, kann natürlich nicht 
werden. (Vgl. meine Habilitationsarbeit p. 360.) 

2 Hr. Rudorf erwähnt das hier über dem Wert von 


= (57) und die Dampfdruckkurve Gesagte mit keinem Wort, 


= a doch ist dies für die Beurteilung der Gleichungen vun 
Wichtigkeit. Aus dem Vorangehenden folgt, daß die verbessert 
van der Waalssche Gleichung alle brauchbaren auf die Ver. 
dampfungskurve bezüglichen Messungen wenigstens mit großer 
Annäherung richtig wiedergibt, während die ursprüngliche van 
der Waalssche Gleichung überall Abweichungen zeigt, die keines. 
 wegs als gering zu bezeichnen sind. 

or Y Was die Isothermen betrifft, so ergibt sich aus der Tabelle 
auf p. 761 der Arbeit von Hrn. Rudorf, daß die Größe 


100 (P — P Ober.) 
P Pyeob. 

= BE welche ein Maß für die Abweichung zwischen Formel und 
_ Experiment ist, bei der ursprünglichen Gleichung bis auf 6,78 
ansteigt, bei der verbesserten Gleichung dagegen kommen so große 
Differenzen nicht vor, die größte ist nur 3,24. Überhaupt sind 
im allgemeinen die Abweichungen bei der verbesserten Gleichung 
etwas kleiner als bei der ursprünglichen. Also auch aus den 
_ Isothermenbeobachtungen geht, wenn vielleicht auch nicht mit 
Sicherheit, so doch mit großer Wahrscheinlichkeit hervor, daß der 
verbesserten Gleichung der Vorzug gebührt. Daß bei der Prüfung 
an den Isothermen die Unterschiede beider Formeln nicht so 
besonders deutlich hervortreten wie bei der Grenzkurve, war 
von vornherein zu erwarten; denn es kommen bei den Iso- 
- thermen nur Werte für v in Betracht, die größer als v, sind, 
infolgedessen spielt im allgemeinen in (1) das Glied mit 
0,2869 (d/v)? gar keine Rolle; die Koeffizienten von (6 /v)® in 
beiden Gleichungen, nämlich § und 1, sind zwar verschieden, 
aber da diese Terme für solche v, die hier in Betracht kommen, 
als Korrektionsglieder angesehen werden können, so kann man 
ihre Koeffizienten als in roher Annäherung gleich ansehen 

Sa Tut man dies und vernachlässigt man die Glieder mit (b/v), 
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so haben die verbesserte und ursprüngliche Gleichung dieselbe _ 
Form. Allerdings sind bei beiden die aus den Bedingungen 


des kritischen Punktes erhaltenen Zahlen für die Konstanten a  __ Zu 


und 5 nicht identisch, daß aber besonders große Unterschiede 


hierdurch hervorgerufen werden, ist wohl von vornherein nicht 
zu erwarten. 

Wenn also Hr. Rudorf meint, daß die einfache Zustands- 
gleichung die Beobachtungen ebensogut wiedergibt als die 


erweiterte, so ist dies unrichtig, denn aus dem Vorangehenden 


folgt die Überlegenheit der letzteren. 
In Teil V seiner Arbeit bestimmt Hr. Rudorf das Molekular- 
gewicht vom flüssigen Argon und kommt zum Resultat, daß 


es ebenso groß ist wie im idealgasförmigen Zustand. Dies ist BI 


bereits früher von mir gezeigt, denn bei der Ableitung der | 


Gleichung (1) wird die Annahme gemacht, daB das Molekular- 


gewicht in allen Zuständen das gleiche ist, da sich nun die 
Formel (1) überall gut bewährte, insbesondere auch im flüssigen 
Zustand, so ist wohl der Schluß nicht zu kühn, daß ihre 


Voraussetzungen richtig sind. (Vgl. meine Habilitationsarbeit 


p. 371). Jedenfalls scheint mir dieser Schluß viel sicherer zu 
sein als die Art, in der Hr. Rudorf zu diesem 5 


kommt. 
Tübingen, Juli 1909. init 


(Eingegangen 22. Juli 1909.) 
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otra 6. Uber die anomale Fortpflanzung 
a von. Kugelwellen beim Durchgang durch 

Brennpunkte. Berichtigung; 
von Fritz Reiche. 


— möchte im folgenden einen Fehler in meiner Arbeit} 
berichtigen, auf den mich Hr. Dr. M. Laue freundlichst auf. 
merksam machte. 

Die dort in § 1 angegebene Lösung der Maxwellschen 
Gleichungen, die voraussetzt, daß die Komponenten der elek- 
trischen und magnetischen Feldstärke € und § nur von r (der 
Entfernung vom Anfangspunkt der Polarkoordinaten) abhängen, 
ist nicht richtig, da die Bedingungen 


divE = 0 


und 
div =0 


durch die angegebene Lösung nicht erfüllt werden. Die Max- 
wellschen Gleichungen und die beiden div-Bedingungen nehmen 
nämlich, auf Polarkoordinaten r, 3, m transformiert, folgende 
Gestalt an?) 

c O(r Hp) 


oF Og 


e | 0 (r sind Hy) 


r sin dp Or 

_ 

r Or 0% 

e d(rsin$ E,) O(r Es) 
sind 0% Op 
rsin 09 
[4 | 0 (r Ey) 0 A 


\ r Or 


1) F. Reiche, Ann. d. Phys. 29. p. 65. 1909. 
2) B. Riemann-Weber, Part. Seen d. math. Phys. 
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Anomale Fortpflanzung von Kugelwellen usw. Berichtigung. 1 


ö (r? sin & E,) O(rsin Ex) 0 (r &,) 


0 (r? sin §,) (r sin Dy) O(r Dy) _ 
() Or + 0% + 


Die beiden letzten Gleichungen lassen erkennen, daß man uf | 
einen Widerspruch stößt, wenn man voraussetzt, daBE und 3 


nur von ¢ und r, nicht aber von 9% und @ abhängen. 


Die Ausführungen des § 1 werden demnach hinfällig; 


dagegen bleiben die Resultate des das Problem der Arbeit 


bildenden beugungstheoretischen Teiles bestehen. Nur darf u! 


man nicht mehr die die Lichterregung charakterisierende — 
Größe wp, deren Wert bei freier Ausbreitung der Kugelwellen — 
durch 

* cos? (7 =) 

r T h 
gegeben ist, mit einem der Vektoren € oder 5 des elektro- LEE 
magnetischen Feldes identifizieren. Vielmehr ist mp der das 
Licht charakterisierende „Hertzsche Vektor‘, aus dem, bei 


ebenen und mit Annäherung auch bei schwach divergierenden == 


bzw. konvergierenden Kugelwellen, durch die Zerlegung 


Asinan(7 +9) + Boos 2m (7 + 


of 4 


die Intensität des Lichtes 
J= A? + B 
gewonnen wird. 
Das hierdurch nicht geänderte Ergebnis des beugungs- 
theoretischen Teiles ist dann, kurz gesagt: Die experimentell 
beobachtete Stetigkeit der Intensität im Brennpunkte läßt, 
entgegen der von Sagnac ausgesprochenen Ansicht, keinen ein- _ 
deutigen Schluß auf das Verhalten des Hertzschen Vektors pp Ba 
zu; denn, sei es, daß gp an und für sich (d.h. im beugungs- __ 
losen Falle) sein Vorzeichen beim Durchgang durch den Brenn- 
punkt beibehalte, sei es, daß gp dort sein Zeichen umkehre, % 
in beiden Fällen wird die Beugung gp derart modifizieren, — 
daß es im Brennpunkte stetig erscheint. cag 
Es sei am Schlusse erwähnt, daß man zu einer sehr all- 
gemeinen Lösung der Gleichungen (1), (2), (8), (4) auf dem von _ 
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184 A. Reiche. Anomale Fortpflanzung usw. Berichtigung, 
7: A 


eee G. Mie") angegebenen Wege gelangt. Man erhält eine Uh 


_ @inanderlagerung unendlich vieler Partialwellen, deren e 


ul z. B.*) herrührt von dem Felde zweier Dipole, eines elektrisch 
und eines magnetischen, deren Achsen gekreuzt sind. 

Die höheren Partialwellen rühren von Doppeldipolen 
her. Die allgemeine Lösung ist durch Superposition zu 
winnen. Für den wichtigsten Fall des als Lichtquelle dienen¢ 

elektrischen Dipols (schwingendes Elektron) habe ich in mein 
zweiten, diesen Gegenstand betreffenden Mitteilung®) die Lösu 
durchgeführt. 


Breslau, Physik. Institut d. Universität, im Juli 190! 


1) G. Mie, Ann. d. Phys. 25. p. 377 ff. 1908. ’ 
2) R. Gans u. H. Happel, Ann. d. Phys. 29. p. 277 ff. 1909. ° 
8) F. Reiche, Ann. d. Phys. 29. p. 401. 1909. 2 ; 


(Eingegangen 24. Juli 1909.) 


Berichtigungen zu Band 29. 


p- 755 Z. 7 unter der ersten Tabelle ist f zu streichen. 
p. 755 Tabelle unten. Bei Argon, Spalte 7,/7, soll es heißen 0 
statt 0,5385. 
p. 770 Z.1 soll es heißen d, = 0,775 statt 0,0775. 3 
“Un 


‘Druck von Metzger & Wittig in Leipzig. 


tay 
a) 
i 
> 
| 
£ 
Ar. 
> 
ra 


{ 
: 


